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序 证 


Riemann 曲面 理论 是 现代 数学 的 基本 理论 之 一 , 它 不 但 自身 
不 断 地 发 展 , 而 且 越 来 越 广泛 地 被 应 用 于 其 它 学 科 。 例 如 ,在 复 分 
析 领 域内 各 分 支 学 科 , 特别 是 Teichmiiller 理论 及 近年 来 发 展 很 
快 的 复 和 解析 动力 系统 等 ,都 离 不 开 Riemann 曲面 理论 作为 基础 

本 书 的 目的 是 给 出 Riemann 曲面 的 必要 而 基本 的 理论 ,以 使 
国内 研究 生 及 其 他 读者 ,在 短 时 间 内 能 掌握 这 门 理论 ,并 能 够 将 它 
应 用 到 其 他 学 科 中 去 ， 

书 中 主要 内 容 为 单 全 化 定理 、 紧 Riemann 曲面 及 非 紧 Rie- 
mann 曲面 理论 。 在 单 值 化 定理 这 一 章 中 ， 还 介绍 了 Klein 群 
及 Fuchs 群 等 基础 知识 。 在 紧 Riemann 曲面 这 一 章 中 , 主要 是 
Riemann-Roch 定理 及 其 应 用 ,其 中 特别 介绍 4- 次 全 纯 微 分 空间 。 
对 Riemann-Roch 定理 的 证 明 采 用 了 经 典 的 因而 是 初学 者 比较 
容易 理解 的 方法 。 对 于 非 紧 Riemann 曲面 论 ， 本 书证 明了 关于 
亚 纯 函数 构造 的 Mittag-Leffler 定理 ,并 用 无 穷 乘积 构造 了 全 纯 
函数 的 Weierstrass 定理 .我 们 通过 具体 作出 Cauchy 核 、Cauchy 
积分 及 通过 Runge 定理 ,用 有 逼近 方法 ， 给 出 这 些 定理 的 构造 性 证 
明 , 证 明 的 思想 方法 力求 与 平面 复 分 析 的 方法 相似 ,这 对 于 进一步 
研究 非 紧 Riemann 曲面 上 的 函数 论 问 题 将 会 有 好 处 。 

国内 关于 Riemann 曲面 理论 的 书 至 今 不 多 .1978 年 伍 鸿 申 教 
授 到 中 国 科学 院 数学 研究 所 讲授 紧 Riemann 曲面 理论 。 后 来 , 伍 
鸿 申 教授 . 陈 志 华 教授 和 我 合作 写成 《 紧 黎 曼 曲 面 引 论 》 一 蔬 ( 科 学 
出 版 社 , 1983 年 出 版 ), 该 书 出 版 后 , 对 国内 数学 研究 起 到 了 一 定 
的 作用 。 这 本 《 黎 受 曲面 》 希 望 与 4 紧 黎 曼 曲 面 引 论 》 相 畏 相 成 。 读 
者 如 果 先 读 一 下 这 本 书 ,将 会 比较 容易 地 读 上 述 的 《 紧 黎 曼 曲 面 引 
论 》。 这 两 本 书 合 在 一 起 , 将 会 使 读者 更 系统 地 了 解 Riemann 曲 


ee 


面 理论 ， 

本 书 部 分 内 容 曾 先后 在 北京 大 学 数学 系 等 单位 为 研究 生 及 大 
学 高 年 级 学 生 讲授 过 ， 在 此 基础 上 ， 我 与 张 学 莲 副教授 合作 编撰 
成 这 本 书 。 在 整理 誉 清 的 过 程 中 ， 得 到 伍 聘 程 同志 及 研究 生 华 敏 
刚 ,人 彭 贵 爱 的 帮助 , 痢 对 他 们 表示 感谢 。 由 于 时 间 较 紧 ， 书 中 难免 
有 不 妥 之 处 , 敬 请 读者 提出 宝贵 意见 . 

县 以 欧 
中 国 科 学 院 数 学 研究 所 
1989 年 12 月 
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第 一 章 Riemann 曲面 的 概念 


$1 曲面 的 概念 


曲面 是 指 一 个 连通 的 Hausdorff 空间 WW, 附加 上 一 族 {(U。， 
zo)}， 其 中 Us。 是 W 的 开 集 ，x 是 Us 到 平面 C 内 的 开 集 上 的 拓 
扑 映照 ，V。 组 成 W 的 开 和 覆盖, 即 WwW 一 UV。 


一 个 曲面 多， 局 部 地 在 每 一 个 U。 上 考虑 时 ， 通 过 拓扑 映照 
za， Us 与 平面 C 的 开 集 za《UV6) 一 一 对 应 ，W 局 部 地 看 就 是 平面 
开 集 ,简单 地 说 , 曲面 是 局 部 平面 化 的 Hausdorff 空间 ， | 

对 任意 p《 U。, ze(p) 称 为 局 部 参数 , 局 部 坐标 或 局 部 变数 ， 
U。 称 为 局 部 参数 分 域 ,z。 称 为 局 部 参数 映照 。 如 果 pp€ 0。, 圆 
D= {jz 一 za(po)| 二 7+}CzolU0o)， 则 会 一 za(D) 称 为 以 po 为 
心 的 局 部 参数 右 。W 上 每 一 点 po 都 存在 以 po 为 心 的 局 部 参数 贺 . 

曲面 W 上 的 弧 ( 或 称 曲线 ， 路 径 》, 按 定义 是 指 一 个 连续 映照 
7:[a,b] 一 WW，t€ [a, 565],， zt~>7Y(z)。 我 们 将 用 vw 表示 弧 的 连续 
映照 或 弧 上 的 点 组 成 的 集合 7 一 {YO):o 万 1 二 阳 。 v0) 称 为 
起 点 ，7(2) 称 为 终点 ， 如 果 7Y(o) 一 YC(5)， 则 7 称 为 闭 曲 线 ， 我 
们 还 要 约定 ,如 果 作 参数 变换 7:[a, 61 一 [c, 4]， 使 


4 一 (a), 
a 


T(z) 一 5 十 


则 认为 弧 r: [cy dj 一 W, TF>7(7) 和 Yi:[a,b] 一 WW, 1H> 
XTi) 一 Y(t(z)) 是 相同 的 。 因此 ， 绝 总 可 以 定义 为 7:; [0, 1] 一 
W, i>7G0), O01E1, 

回顾 空间 的 连通 性 。 拓 扑 空 间 称 为 连通 的 ， 如 果 它 不 能 分 解 
为 两 个 非 空 的 互 不 相交 的 开 集 的 和 集 。 拓扑 空间 称 为 弧 连通 的 ， 
如 果 它 的 任何 两 点 可 用 一 绝 来 连接 , 即 存 在 一 条 弧 ,起 点 和 终点 分 


别 是 这 两 点 。 

弧 连 通 空 间 一 定 是 连通 空间 ， 对 曲面 来 说 ， 反 过 来 结论 也 成 
立 .。 

定理 1.1。 曲 面 是 弧 连 通 的 ，。 

证 明 。 设 琴 为 曲面 ,首先 注意 到 ， 对 历 的 三 点 pi Pp 和 ps， 如 
果 pl 和 ps 可 用 弧 连 接 ，ps 和 ps 可 用 绝 连 接 , 则 p 和 ps 也 可 用 弧 
连接 +。 于 是 我 们 只 要 证 明 , 对 固定 点 pp，W 上 任 一 点 ?与 po 可 用 
弧 连 接 , 为 此 , 设 

A 一 {p€ W:p 与 po 可 用 弧 连 接 }， 

我 们 要 证 明 4 = WW 。 根据 WW 的 连通 性 ,如 果 我 们 证 明了 ， 4 是 开 
集 ， WV 一 4 也 是 开 集 ,而 ppE 4，A < 8 ,因此 WW 一 4 一 B, 便 
有 A WwW. 

设 be 4, 存在 以 为 心 的 局 部 参数 圆 A, A 内 任 一 点 9 与 2 
可 用 弧 连 接 , 又 pn 与 * 可 用 弧 连 接 ， 因 此 4 与 po 可 用 弧 连 接 。 于 
是 ACA, 4 是 开 集 , 如 果 p& WV 一 4， 则 po 与 ?不 能 用 弧 连 接 ， 
由 此 推出 ，Y9 € A, 9 与 po 也 不 能 用 弧 连 接 , ACW 一 4, W 一 
4 是 开 集 ,定理 证 完 。 

曲面 称 为 紧 的 或 闭 的 ,如 果 它 的 任何 开 覆 盖 , 总 存在 有 限 的 子 

盖 , 非 紧 的 曲面 称 为 开 曲 面 。 


§2 Riemann 曲面 的 定义 


Riemann 曲面 是 指 一 个 连通 的 Hausdorff 空间 ww， 加 上 一 
族 {CU,, zu)}， 满足 下 列 条 件 : 
R1. 每 一 个 Us。 是 WW 上 开 集 ,对 应 的 x 是 0。 到 复 平 面 C 的 开 
集 zx-(U。) 的 拓扑 映照 ; 
R2. 所 有 的 V。 组 成 灰 的 开 覆 盖 , 见 W 一 U Us; 
R3. 如 果 Usf Vs < 8， 则 映照 
veoval': sa Us Us) — ze(¥ sfN Ug) 


ss 2 、 


是 一 一 解析 的 映照 , 即 共 形 映照 ， 

定义 中 的 条 件 Rl 和 R2 说 明 Riemann 曲面 是 一 个 曲面 , 但 
此 曲面 又 附加 了 条 件 R3。 我 们 称 族 {(U。,z。)} 为 Riemann 曲 
面 的 复 结构 . 

Z。 也 称 为 局 部 参数 邻 域 ， z。 称 为 局 部 参数 映照 ， Vp& U。， 
对 应 的 ze(p)， 称 为 ?的 局 部 参数 ,或 称 为 局 部 坐标 和 局 部 单 值 化 
参数 , 当 pe Un Us 时 ，spoxz3l 称 为 局 部 参数 变换 ， 它 把 P 的 局 
部 参数 ze(p) 变 为 局 部 参数 zolp)， 即 

zp(p) 一 zpoza(za( 户 ))。 
Riemann 曲面 W 上 的 点 p,， 有 时 就 用 局 部 参数 z 一 z,(《p) 表示 ,或 
简单 地 用 > 表示. 

根据 Riemann 曲面 的 定义 , 在 每 个 局 部 参数 邻 域 U0, 内 考虑 
时 ，U。 中 的 点 与 C 内 开 集 ze(Z。) 的 点 (局 部 参数 ) 一 一 对 应 , 而 
不 同 的 局 部 参数 通过 局 部 参数 变换 联系 ， 局 部 参数 变换 是 共 形 映 
照 ， 因 此 ， 单 复 变 函数 论 中 的 一 些 共 形 不 变 的 概念 ， 例 如 解析 也 
数 , 调和 函数 ,次 调和 函数 及 它们 的 极 值 原理 ， 共 形 映 照 及 拟 共 形 
映照 ,解析 曲线 与 逐 段 解析 曲线 等 ,都 可 以 通过 局 部 参数 邻 域 搬 到 
Riemann 曲面 上 。 我 们 将 逐步 给 予 介绍 。 

现在 ,我 们 定义 解析 函数 和 共 形 映照 。 

Riemann 曲面 更 上 的 域 C, 也 是 一 个 Riemann 曲面 , 它 的 复 
结构 由 琴 诱 导出 ,定义 为 {(ZonG, zo]U。 门 G)}。 通 常 为 了 方便 ， 
UNG 和 zo1U。NG 也 用 U。 和 xz。 表示。 这 里 ,符号 z。|U。NG 
表示 映照 zx 在 Us 由 G 上 的 限制 。 

定义 ， 设 GC W 为 一 个 域 ， 通 数 f:G 一 C:p 王 > 1(p) 称 为 
在 G 内 解析 或 全 纯 的 , 如果 在 任何 局 部 参数 邻 域 0。 内 ,在 局 部 参 
数 z 一 ze(p) 下 ,函数 

fp) = f(za'(s)) = fl) 
对 =z 在 so(U。) 内 是 解析 的 ， 

如 果 pe Us， bp 又 有 局 部 参数 w 一 zolp)， 则 

fp) = f(z8' Cw)) = falw), 


但 ww 一 zgoz31(z)，fe(w) 一 js(zoozp(w))， 因 此 ,如 果 思 对 zx 
是 解析 的 ， xsoz 下 是 共 形 映 照 ，fs(Cw) 对 wwv 也 是 解析 的 ， 这 就 证 
明 , 在 Riemann 曲面 上 定义 解析 函数 是 合理 的 。 对 其 它 共 形 不 变 
的 概念 也 同样 是 合理 的 。 

Riemann 曲面 上 解析 函数 的 存在 性 是 一 个 重要 问题 。 

命题 ， 设 WW 为 Riemann 曲面 ，{(U。, z。)} 是 它 的 复 结构 , 则 
每 一 个 局 部 参数 映照 2。; Us 一 zatU)CC 就 是 定义 于 0。 有 的 一 
一 解析 函数 (或 称 解 析 映 了 照 )， 

这 命题 是 显然 的 ， 它 说 明 ，Riemann 曲面 上 局 部 解析 函数 总 
是 存在 的 。 反 过 来 ,如 果 忆 是 丈 的 开 集 ,2 是 避 到 C 的 开 集 的 一 一 
解析 映照 , 则 称 忆 为 丈 的 可 容许 的 局 部 参数 邻 域 , ? 为 可 容许 的 局 
部 参数 映照 。 把 所 有 可 容许 的 (V0, q) 并 到 WW 的 原 定义 的 复 结构 
中 去 ,得 到 歼 的 扩充 复 结 构 , 不 难看 出 , 它 仍 满足 条 件 R1，R2 和 
R3。 以 后 ， 对 于 Riemann 曲面 WW， 局 部 参数 邻 域 和 局 部 参数 映 
照 , 将 取 之 于 丈 的 扩充 复 结构 ,这 样 将 是 很 方便 的 . 例如 ,对 Vpo€ 
WW, 我们 可 以 取 局 部 参数 邻 域 0, 参数 有 映照 z 一 p(p)， 使 pe U， 
gy(po) 一 0， 而 且 还 可 使 pC(U) 包含 圆 D: |z| 二 1， 在 矿 上 存在 
名 为 心 的 局 部 参数 圆 A 一 p '(D). 

定义 ， 设 开 和 WW' 为 Riemann 曲面 , 映照 f:W 一 矿 ” 称 为 
解析 映照 ,如 果 f 是 连续 的 , 且 对 于 Vpo€ W ,qo = (po)， 对 po 和 
2 的 任何 局 部 参数 邻 域 U 和 UV"， 局 部 参数 映照 z=p(p) 和 光一 
g'(q), zo 一 p pe), wo 一 9p(qo)， 在 局 部 参数 下 

w=— pofop (2) 

在 点 am 的 邻 域内 是 解析 的 。 

如 果 f;W 一 W' 是 一 一 解析 且 在 上 的 ( 即 fC(W) 二 WwW')， 则 
1 称 为 且 到 WwW" 上 的 共 形 映照 。 这 时 ,我 们 称 WW 和 WW' 共 形 等 价 . 

解析 映照 f:W 一 C 就 是 全 绩 函 数 ,而 f:W 一 C= CU1{o0} 
则 称 为 亚 纯 函 数 。 


$3 Riemann 曲面 的 简单 例子 


1) 复 平面 C 在 通常 意义 下 是 Riemann 曲面 , 局 部 参数 邻 域 
鞍 忆 的 开 集 ,局 部 参数 映照 是 恒 等 映照 ， 

2) 扩充 复 平面 C 一 CU{tcol 也 是 Riemann 曲面 ,局 部 参数 
邻 域 及 局 部 参数 映照 取 为 

Uo=C— {0}, z= 2, 

1/z，z 关 co， 
0， 2 一 00，, 
这 里 UNV 一 C 一 1}， 了 映照 zo20':: C 一 40} 一 C 一 {0} 为 
zh-> 二 是 一 一 解析 的 ， 

3) Riemann 球面 $5。5 是 Rs 中 的 单位 球面 : 对 十 好 十 妇 一 
1。 设 平面 x; 一 0 是 复 平面 C， 取 5 到 CC 的 球 极 投影 。 在 3 上 定 


义 复 结构 ,使 S$ 成 为 Riemann 曲面 ， 局 部 参数 邻 域 和 局 部 参数 映 
照 取 为 


UC— {0}, = 一 | 


U,= $5— 1{(0,0, 0))}, % = 和 十 ix 


1 一 和 


六 = S— {C0, 0， 一 1)}， ZL 下 


显然 ,在 Do 人 Di 肉 ，xzoozl 一 1，zioziliC 一 {0} >C— {0 
为 zx 上 -> 二 。 这 就 说 明 , 局 部 参数 变换 是 一 一 解析 的 。 5 是 Rie- 
mann 曲面 。 同 时 , 球 极 投影 是 s 到 的 共 形 映 照 , 8 共 形 等 价 于 
C, 

4) 环 面 。 在 拓扑 上 ， 把 一 个 平行 四 边 形 对 边 上 的 点 恒 等 ( 粘 
合 ) 起 来 就 成 为 环 面 。 现 在 ,我 们 要 在 恒 等 对 边 的 过 程 中 ， 给 出 复 
结构 ,使 环 面 成 为 Riemann 曲面 。 

设 wis wz C， wijwi 不 是 实数 ,这 时 点 Os wi wi 十 tm， wr 
组 成 平行 四 边 形 丸 的 顶点 ， 现 在 ， 要 恒 等 R 对 边 的 等 价 点 ， 使 之 


® 5 。 


成 为 一 个 Riemann 曲面 ， 考 虑 C 到 C 的 线性 变换 5(z) 一 = 十 
Mt01 十 1at029 biy72E ZZ《 整 数 集 ), 所 有 的 5 组 成 一 个 群 TT。 对 C 的 
点 定义 一 个 等 价 关系 “~”， zz ~ 名 >35ET, 使 z 一 5(z1), 即 
存在 19 12 6 了， 使 z= 十 wi 十 wi， 把 C 的 点 按 等 价 关 
系 分 类 , zo€ C， 则 zx 所 在 的 等 价 类 用 [zo] 表示 之 , 即 
[z0] = {2€ Ci:z = Sz0), SETY 1 i 
; 20 十 折 ti 十 斩 wWi:N 二 2}。 
道 常 称 之 为 一 个 轨道 ， 
令 
T = {[z]:zé C}. 
定义 自然 投影 映照 x:C 一 了, 使 x(x) 一 [z]。 现在 定义 了 的 邻 
域 系 使 了 成 为 拓扑 空间 , = 是 局 部 拓扑 映照 。 | 

对 任意 [zx]e T， 在 C 内 一 定 存在 以 z 为 心 ， 以 充分 小 的 7 
为 半径 的 圆 A， 使 A 内 任 两 点 不 等 价 ， 因 此 ，z|A:A 一 r(A) 是 
一 一 映照 ,定义 [zo] 的 邻 域 为 二 

Viz 一 x(A). 

应 该 注意 到 ， 对 VSe T， 所 有 的 S(A) 是 互 不 相交 的 圆 ， 且 
x(5(A)) 一 Viz， 在 这 样 定义 的 邻 域 系 Vi:w 下 ， 了 成 为 拓扑 空 
间 ， 由 于 = 把 C 的 充分 小 的 圆 邻 域 一 一 的 映 为 的 邻 域 ，* 是 局 
部 拓扑 映照 。 不 难 验 证 ,7 是 连通 的 Hausdorff 空间 ， 

7 是 一 个 Riemann 曲面 。 局 部 参数 邻 域 取 为 Vis。 设 
zx(A) 一 Ji， 因此 ， 对 VieT，zxz(SCA)) 一 Tuo3; 局 部 参数 映 
昭 取 为 | 

(xz|A) :Vrs > A, 
(Cr|1SCA)) :Vis > SC(A). 

考虑 平行 四 边 形 R, C 内 每 一 点 在 尺 有 一 等 价 点 , R 内 部 任 两 
点 不 等 价 , RR 的 边 上 的 点 ,有 且 仅 有 一 等 价 点 在 对 边 上 ， 因 因此 7 是 
R 恒 等 对 边 的 等 价 点 而 成 的 环 面 ， 

T 是 一 紧 Riemann 曲面 ,因为 T= x(R)，z 是 局 部 拓扑 映 
照 , 因 此 了 是 紧 的 ， 这 里 ,我 们 用 了 连续 映照 的 一 个 性 质 ; 连续 映 


? 8 。， 


照 把 紧 集 映 为 紧 集 , 

应 该 注意 ,这 里 我 们 用 C 的 双 半 期 群 了 构造 Riemann 曲面 7 
《 环 面 ), 以 后 我 们 将 看 到 ,这 一 方法 是 具有 一 般 性 的 。 

证 明 的 细节 留 作 习题 ，. 


§4 带 边 界 的 Riemann 曲面 


类 似 于 闭 上 半 平 面 或 闭 单位 贺 , 可 以 定义 带 边界 的 Riemann 
曲面 。 
带 边界 的 Riemann 曲面 是 一 个 连通 的 Hausdorff 空间 W， 
加 上 一 族 {(U。, zs)} 满足 下 列 条 件 : 
1. 族 中 每 一 个 U。 是 环 的 开 集 ， 对 应 的 xz。 是 U。 到 闭 上 半 
平面 Imz 之 0 的 相对 开 集 的 拓扑 映照 ; 
R2. 所 有 的 U。 组 成 W 的 开 覆 盖 ， 即 W 一 【】U; 


R3， 如 果 U6 站 Us < 8B ， 则 映照 
zgo2a! :ZU, Ug) ~—> zp UN Us,) 


是 闭 上 半 平 面 的 相对 开 集 到 另 一 相对 开 集 的 一 一 解析 映照 ， 其 中 
如 果 xxe(U。n Vp) 与 实 负 相交, 则 zsozs! 可 以 越过 实 负 对称 开拓 
为 实 轴 对 称 域 的 一 一 解析 映照 ， 

我 们 称 UV, 为 局 部 参数 邻 域 ,对 应 的 zo 为 局 部 参数 映照 。 

仿照 一 般 Riemann 曲面 ,我 们 对 带 边 Riemann 曲面 也 可 定 
义 解析 性 的 概念 ,根据 条 件 R3， 局 部 参数 映照 s。 是 U0。 到 闭 上 半 
平面 相对 开 集 的 一 一 解析 上 映照。 

现在 对 带 边 界 Riemann 曲面 WW 的 点 分 类 ,对 pp€ w, po€ Us。， 
如 果 在 局 部 参数 映照 x 一 za(p) 下 ，Imza(po) > 0， 则 po 称 为 W 
的 内 点 ; 如 果 Imse(tpo) 一 0， 则 po 称 为 WW 的 边界 点 ,容易 验证 ,这 
样 的 分 类 是 合理 的 。 

W 的 所 有 内 点 的 集 记 为 WW"，W" 是 一 个 Riemann 曲面 。 
: ”了 攻 的 所 有 边 鼻 点 的 集 记 为 8 奈 . 对 任意 加 6 8 际 ， 按 定义 pE 

.7 。 


VU。， 存 在 po 的 邻 域 UCU。 及 参数 映照 p 一 z。jU， 使 得 p(po) 
在 实 币 上, 『P 是 U 到 某 一 个 闭 半 圆 {jz 一 gp(p)| 一 5 Imz 之 0} 
的 一 一 解析 映照 。 同 时， 闭 半圆 的 实 直径 在 p 下 的 象 是 包含 在 
6W 内 的 一 段 解 析 弧 ,po 在 这 段 解析 弧 上 .这 也 就 说 明 ，0 矿 的 分 
支 由 一 些 解析 曲线 组 成 。 

现在 定义 带 边 Riemann 曲面 的 共 斩 Riemann 曲面 ， 

对 于 上 面 定义 的 带 边 Riemann 曲面 WH， 复 结构 为 {(U。， 
zs)}， 则 WW 作为 连通 的 Hausdorff 空间 ， 加 上 族 {(U* 一 U,， 
2 一 一 2,)} 也 成 为 一 个 带 边 Riemann 曲面 , 记 为 WW*， 称 为 原 
Riemann 曲面 标的 共 配 曲面 . 这 里 只 需 验 证 一 下 条 件 R3: 设 
UsNUS SB, 令 pa mm 2zpozi， 则 zoz*! 为 一 gga( 一 5 ) 也 
是 一 一 解析 的 映照 。 

带 边 界 的 Riemann 曲面 所 与 共 应 曲面 Ww* 恒 同 边界 的 点 ,可 
作 一 个 倍 曲面 如 下 : 

令 户 一 所 UW*， 其 中 边界 上 的 点 看 作 是 相同 的 。 定义 启 
的 局 部 参数 邻 域 与 参数 映照 如 下 ， 

对 于 于 的 局 部 参数 邻 域 0.， 如 果 U。 不 包含 WW 的 边界 点 ， 则 
VU。 取 为 的 局 部 参数 邻 域 ,局 部 参数 映照 取 为 ps 一 zs 

对 于 W* 的 局 部 参数 邻 域 0， 如 果 U* 不 包含 W* 的 边界 
点 ， 则 0 取 为 房 的 局 部 参数 邻 域 ， 局 部 参数 映照 取 为 mw 一 
一 zt 一 和。 

如 果 王 中 的 De 包含 的 边界 点 , 则 W* 中 对 应 的 U* 包含 相 
应 边界 点 ， 这 时 ， 育 的 局 部 参数 邻 域 取 为 U,U U*， 局 部 参数 映 
照 取 为 

za。 在 Us, 内， 
wa [2 一 元 ,在 UU? 内， 
qa 把 UsUDUY 拓扑 地 上 映 为 xs,《(U。) 与 它 关 于 实 负 对 称 的 域 之 和 |， 
在 这 样 定义 下 , 成 成 为 一 个 Riemann 曲面 , 称 为 三 的 倍 Riemann 
曲面 
带 边 Riemann 曲面 所 称 为 紧 的 ， 如 果 WW 作 为 拓扑 空间 是 紧 


的 ， 对 于 一 个 紧 带 边 Riemann 曲面 所 ， 它 的 倍 曲 面 钞 是 一 个 紧 
Riemann 曲面 。 

最 后 ,我 们 举 一 些 带 边 Riemann 曲面 的 例子 。 

最 简单 的 例子 是 闭 单位 圆 与 闭 上 半 平 面 。 

一 个 Riemann 曲面 挖 去 一 些 局 部 参数 圆 后 , 便 成 为 带 边界 的 
Riemann 曲面 。 

一 般 Riemann 曲面 的 相对 紧 域 6, 即 G 是 紧 集 者 ,如 果 G 的 
边界 8G 由 有 限 条 解析 曲线 组 成 , 则 CU8C 是 一 个 紧 带 边 Rie- 
mann 曲面 。 对 于 这 样 的 域 G, 如果 G 的 余 集 没 有 紧 的 分 支 集 , 则 
C 称 为 正则 域 。 


第 二 章 “Weierstrass 意义 下 的 解析 函数 
与 Riemann 曲面 


$1 完全 解析 函数 


Weierstrass 意义 下 的 解析 函数 ,是 用 函数 元 素 及 其 解析 开拓 
定义 的 ， 

六 数 元 于 或 称 正则 函数 元 京 是 指 一 个 序 对 (pC(z) , a)， 共 中 
o€ C，plz) 具有 壬 级 数 展开 式 

ps) = Ao 十 A(z 一 4) 十 …… 十 A,(z 一 9)" 十 .…， 
它 有 收敛 半径 尺 , > 0，p(z) 即 为 收敛 贺 {|z 一 a| < R。} 内 的 
全 纯 函 数 。 。 称 为 (p(x), a) 的 中 心 , 收 敛 圆 记 为 K(a, R,)， 

函数 元 素 〈p(z), a) 一 (q(xz) ,5)， 当 且 仅 当 a 一 4, 且 在 点 
o 一 b 的 邻 域内 plz) 一 qg(z)。 

函数 元 素 (g(x) , 5) 称 为 (p(x), a) 的 直接 开拓 ， 如 果 6bé 
K(a, R。),， 且 在 65 的 邻 域内 g(x) 一 p(z)。 显 然 ， 对 每 一 点 6E€ 
K(a, R,)，(p(z),o) 有 唯一 的 直接 开拓 (glz),5)， 我 们 用 
(gq(z) ,5) 一 (p(xz) ,5) 表示 之 ， 

函数 元 素 沿 路 径 的 解析 开拓 定义 如 下 。 

设 给 定 阔 数 元 素 〈p(z), a)， 路 径 7:[0,1] 一 C, 1 一 7(2)， 
7(0) 一 a。，7(1) 一 6， 对 16 [0,1] ， 对 应 有 一 函数 元 素 (p(x)， 
Y(i))。 对 每 一 点 ne [0,1]， 对 应 有 《psi,《zx) ,7(1o))， 任 给 充分 
小 的 s>0， 存 在 5>0， 使 得 当 [1 一 | 过 6 时 ，|>(o 一 
Y(t0)| < srCoD 的 连续 性 )， 如 果 这 时 总 有 (pz) ，y(D)) 是 
《pxukz)] ,Y(t10)) 的 直接 开拓 , 则 称 终点 元 素 (p,(z) ,5) 是 (polz), a) 
沿路 径 7 的 解析 开拓 或 解析 开拓 得 到 的 函数 元 素 。 

定理 1.1。 函数 元 素 沿 同一 路 径 解析 开拓 ， 得 到 的 函数 元 素 


10， 


pe me 
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是 唯一 的 。 

证 明 。 设 函数 元 素 (po, a) 沿路 径 7:[0, 1] 一 C 有 两 个 解析 
开拓 ，:H> (p157C2)), 1H-> (qt, 70)), (pos 7(0)) = (qo, 7(0)), 
7(0) 一 a。 我 们 要 证 ,对 于 Vre [0,1], (p's 70)) 一 Ca 7C)), 
特别 有 (pi, 7(1)) 二 (qi, 7(1)). 

设 下 二 sup{r€ [0,1]: 当 0 委 上 适时 -人 (po 70)) = (9,, 
7(?)}。 我 们 只 要 证 明 ，(pss，7y(r*)) = (ge 7(Cz))， 且 一 
因为 对 于 充分 小 的 s > 0， 存 在 5 > 0, 使 当 |r 一 r*|<<6 
时 ,jy 一 7Y(#)| 过 8，(pr， 7Y(T)) 是 (p.*,7YCr*)) 的 直接 开 
拓 ，(gq:, 7y(r)) 是 (qs*,7(r*)) 的 直接 开拓 , 当 r* 一 86<<z< 
z* 时 ，(p 7(7)) 一 (4:)7y(z))。， 由 此 推出 (pr*ry 7y(zr*)) 一 (ge*, 
7Y(z*))， 又 如 果 寿 二 1， 则 当 Tz*<r<r* 十 68 时, (p:, 7(7)) 二 
Cpr* 7(7)), (qr, 7(7)) = (q.*, 7《7))， 因 此 ， (pr, 7(7)) = 
(gr y(z)，zr > r， 这 与 太 的 定义 矛盾 , 故 r* 一 1。 证 完 。 

. 设 所 有 正则 函数 元 素 组 成 的 集 为 4。 

函数 元 素 沿路 径 的 解析 开拓 在 4 中 定义 一 个 等 价 关系 ~ 
《po，0) ~ 《p15) 当 且 仅 当 (p,, 5) 是 (po, 4a) 沿 某 一 路 径 的 解析 
开拓 。 用 这 等 价 关系 ~ 把 4 的 元 素 进行 分 类 ,每 一 个 类 记 之 为 F， 
称 为 Weierstrass 类 ,或 称 为 完全 解析 函数 。 注 意 ， 任 取 一 个 函 
数 元 素 (如 , ao) EF ， 则 FF 的 函数 元 素 是 由 《po。, as) 沿 所 有 可 能 
的 路 径 的 解析 开拓 。 

我 们 把 5 的 函数 元 素 看 成 一 个 点 一 《p(x) ,a)， 把 这 个 点 
集 记 之 为 了 ， 而 用 F 表示 函数 、F: FF 一 C, $= (p(#), a) 上 > 
F( 办 一 pl(o)〔 中 心 值 )。 这 样 是 一 个 函数 ,对 于 每 一 个 水 数 元 
素 即 取 中 心 值 ， 

现在 我 们 要 把 刁 的 定义 域名 作成 Riemann 曲面 , 使 F 成 为 
Riemann 曲面 各 上 的 解析 函数 ， 

设 FE 久 ,， 访 一 (bp(z)，e)， 对 于 充分 小 的 >， 定义 方 的 邻 城 
为 


* 4。 


Ve {9 (g(2), 5): be K(a, 7), (g(x), 5) 是 (p(x), a) 
的 直接 开拓 , 即 (gq(z), 5b) 一 (p(x) ,5)}。 

在 这 样 定义 的 邻 域 下 , 名 是 一 个 拓扑 空间 ， 且 是 一 个 Haus 
dorff 空间 .这 要 证 明 ,对 入 关 记 , 存在 Vs 和 Ta 使 7 站 7 一 
名 。 这 是 容易 得 到 的 。 设 二 (pC3), a)， 所 开 (pz(z), 6), 
思 关 负 ， 如 果 a 夺 5， 则 取 KCa,7) 作 K(6, rf) 一 人， 对 应 定义 
的 邻 域 Vs 和 V5,， 便 有 Vs 站 Vis, 一 名。 如 果 c 一 5， 则 天 (ae， 
7) 一 K(b, r+)， 在 其 内 部 pi(z) 兰 px(z) ， 因 此 对 应 的 邻 域 pz， 
Vs,， 也 有 Vs 站 V5, 一。 

站 是 路 径 连 通 的 。 事实 上 ， 对 外 上 两 点 ， 负 一 《pol#) , 6)， 
反 一 (pi(z) ,5b) ,一定 存在 一 路 径 yx:[0, 1] 一 C， 使 得 7(0) 一 
ea， 7 一 5， (px)， 6) 是 (polz) ,oa) 沿路 径 7 的 解析 开拓 ， 
设 解 析 开 拓 为 :> 所 一 《p.《z) ,YC))， 则 映照 7: [0, 1] 一 外， 
i 一 > 定义 一 条 连续 路 径 。 我 们 只 要 证 明 了 (z) 的 连续 性 。 对 
tn€ [0, 1] ， 由 解析 开拓 定义 ， 对 充分 小 的 r+ > 0， 存 在 5 0， 
使 当 1 一 w| 过 6 时 ，(p,(z),7Y(?)) 是 (pi,(z) ,7(w)) 的 直接 
开拓 , 即 记 在 记 , 的 邻 域 Vs, 内 此 即 的 连续 性 . 


现在 定义 的 复 结构 ,使 久 成 为 Riemann 曲面 ， 

首先 定义 投影 映照 x: 久 一 C, 使 一 (pC2), 4), x() 一 4a， 
z 也 称 为 中 心 映照 ， 我 们 要 注意 到 ， 如 果 7， 为 对 应 于 K(a,r) 
定义 的 邻 域 , 则 x175s:Vs 一 K(e,r) 是 一 一 的 了 映 照 ， 由 此 推出 是 
拓扑 映照 

取 了， 作为 局 部 参数 邻 域 ，<|7* 作为 局 部 参数 映照 ， 就 成 
为 Riemann 曲面 。 因 为 如 果 Trnysss 邹 , 设 z(7p) 一 天 Co; 
71)， nCVs,) 一 K(es, rz)， 则 


xCVs, NVs,) 一 K(e,, ri) NN KCo,, r2), 
局 部 参数 变换 
(zjVs,)obxjVs) 一 人 恒 等 有 映照， 
因而 是 一 一 解析 映照 。 


*“ 1 人 


数 。 因 为 在 方 一 (p(s) , o)》 的 局 部 参数 邻 域 Ys 内 ， 在 局 部 参数 
下 ，Z17 一 p(z) 是 解析 函数 。 


习题 1， 讨 论 z* 的 Riemann 曲面 ， 并 证 明 它 共 形 等 价 于 
C— 10}. 

习题 2。 讨论 log 的 Riemann 曲面 ， 并 证 明 它 共 形 等 价 
于 C， 


$2 解析 图 象 


现在 我 们 要 扩充 F 使 之 成 为 解析 图 象 ， 

引 理 2.1。 设 G 为 C 的 单 连通 域 ，ao€ G， 给 定 函 数 元 素 
《poCz) , qo) 、 如 果 《poCz) , ao) 在 G 内 沿 任 何 路 径 可 以 解析 开拓 ， 
则 在 G 内 存在 唯一 的 解析 函数 f(z) ， 使 得 在 a 的 邻 域内 fz) 一 
2o(z) 。 

注意 ,这 时 《zz)， ao) 沿 任何 路 径 解 析 开 拓 得 到 的 函数 元 素 
为 〈g(s) ,8) = (f(z), 5). 

这 一 引 理 在 研究 解析 遂 数 的 Riemann 曲面 时 是 很 有 用 的 。 
我 们 将 在 以 后 证 明 (参看 第 三 章 定理 5.2)。 

现 扩充 下 的 函数 元 素 , 对 于 ck C (或 mw = co): 

-假设 1，、 对 于 充分 小 的 > 0, 在 D,= {0 二 |z 一 al 二 ?+} 
内 F 有 一 个 正则 函数 元 素 记 一 〈(p,(z) , a1), o1€ Do, 使 得 (请 (z) ， 
ea) 在 Do 内 沿 任何 路 径 可 以 解析 开拓 ， 当 然 ， 开拓 后 的 正则 函数 
元 素 一 定 属于 P。 

假设 2?。 作 圆周 C:|z 一 es| 一 1a 一 aol ，(Cpi(x) ,a1) 沿路 
径 C 按 反 时 针 方 向 最 少 开拓 4 次 后 ,依次 得 到 水 数 元 素 

B= pls), 0), Pi = (ps), 0) ss P= (p(s), or), 
bin = Cplz), 4) 一 (pi(z), a1) 一 方 。 

沿 实 轴 方 向 的 半径 1, 割 开 D。 成 为 单 连通 域 Du。 不 妨 设 
ak Ds， 根据 引 理 2.1, 对 于 1 志 7 志 4，(pi(s), 4) 在 Ds 内 沿 


.i134. 


任何 路 径 解析 开拓 后 ,得 到 D; 内 的 解析 函数 (x)， 使 得 (pi(z)， 
an 一 (fj(2) ,a)， nC2) 一 有 (zs)， 因 此 , 有.(z) 依次 越过 边界 解 
析 开 拓 , 我 们 有 序列 
f(z) 9 万 (z) 2 3 fz) 2 AGIR 
由 此 得 到 一 个 定义 在 D, 的 1 时 覆盖 圆 上 的 解析 函数 g(z)， 作 变 
名 变换 x 一 ao 一 + D。 变 为 {0 二 |:| < 店 } ,我们 便 得 到 定义 于 
{0 过 |:| 二 办 内 的 解析 函数 fC)， 使 得 对 于 z 一 oo 一世， f() 一 
df(s) 。 
假设 3。* 二 0 是 f(s) 的 可 去 奇 点 或 极点 ， 因 此 我 们 有 展开 
式 : 
fCz) = 之 ds 人 [4 为 整数 ， 
代入 z 一 a, 一 万 后 ,得 到 
gD) = DAs a sole. 


定义 函数 元 素 (gq(z), oo), 当 4 一 1, 且 有 4 二 0 时 , (q(x)， 
0) 称 为 极 元 素 ; 1 > 1 , 4 宇 0 时 称 为 正则 代数 函数 元 素 ; 1 二 1， 
4 < 0 时 则 称 为 极 代数 函数 元 素 ，1 > 1 时 则 通称 为 代数 函数 元 
素 。 


假如 mw = 0， 则 取 Do 一 (上 < 1z| < oo 上 在 同样 候 设 下 ， 
我 们 将 得 到 函数 元 素 9(z)，co)， 其 中 
10 — DD 4, Isl>1. 
当 4 一 1， > 0 时 , 则 是 正则 函数 元 素 ,1 > 1 时 ,是 代数 函数 
元 素 ,这 时 4 > 0 时 称 为 正则 代数 函数 元 素 , * < 0 时 称 为 极 代数 


函数 元 素 。 
注意 , 由 《g(x) ,oo) 的 定义 ， 初 始 元 素 (p.(z) ,al) 在 Do: 


0<1|z— al <r( 当 ea 一 o 时 ， Du: 二 < 1z| < 吕 ) 内 , 沿 任 


"4. 


何 路 径 解 析 开 拓 得 到 的 正则 函数 元 素 为 《g(z), 5)， 在 以 b 为 心 
的 充分 小 的 贺 内 , gCz) 将 有 4 个 单 值 分 支 9(3),… ,qi(z) ,以 5 

为 中 心 有 个 正则 函数 元 素 (fi(s) ,5),:…, (qi(s) ,$b)。 (gq(s)， 
5b) 将 表示 这 1 个 正则 函数 元 素 之 一 ， 、 

假设 3 成 立 当 且 仅 当 , 存在 整数 K 0， 使 得 对 于 充分 小 的 
6 二 0，(z 一 oo)t(z) 在 {0 二 |z 一 al 过 6} 内 有 界 , 这 点 ,我 
们 将 于 本 章 后 面 用 到 |， 

对 okcC 或 @o 一 0， 在 假设 1 一 3 成 立 下 ， 我 们 定义 一 个 
函数 元 素 〈4(z) , oo) ， 称 为 了 的 奇异 元 素 ， 其 中 包括 极 函 数 元 素 
及 代数 函数 元 素 。 当 wm 一 co 时 还 有 正则 函数 元 素 。 

奇异 函数 元 素 〈4(z) ,ao) 一 (bp(Cz) ，o) ， 当 且 仅 当 存 在 充分 
小 的 5 盖 0, 对 和 0 过 jz 一 al 过 6} 内 的 点 4 和 2 正则 函数 元 
案 《q(x), a) 总 可 以 沿 {0 过 1z 一 ol 二 5} 内 的 路 径 解析 开拓 
到 《plz) ,5)。 当 然 ,中 心 m 不 同 的 元 素 总 认为 不 相等 。 

正则 函数 元 素 〈p(z) , 28)》 称 为 奇异 函数 元 素 〈4(z) , oo) 的 
直接 解析 开拓 ,如 果 0<<|5 一 oo| <r， 且 在 5 的 邻 域内 有 p(z) 二 
g(x)。 精 确 地 说 ，p(x) 与 g(x) 的 4 个 单 值 分 支 之 一 恒 等 。 这 
里 要 注意 ,对 于 0 二 1 一 ao| 二 +, 在 5 上 有 且 仅 有 ?个 正则 函 
数 元 素 (gi(x) ,5),…,(q1(z) 5) 是 《g(x),5) 的 直接 开拓 。 

对 于 奇异 函数 元 素 9(z) , ao) ，wm 称 为 中 心 ，9(eo) 称 为 中 
心 值 . 

把 完全 解析 函数 的 所 有 奇异 函数 元 罕 并 人 得 到 的 函数 元 
素 集 , 记 为 ， 称 为 解析 图 象 ，F 的 函数 元 素 作 为 点 一 (pC?) ， 
a) 组 成 的 点 集 记 之 为 , 其 中 奇异 函数 元 素 对 应 之 点 叫 奇 点 。 到 
作 函 数 考 起 时 ， 天 :着 一 区 ,8( 了 一 (co) 即 是 取 中 心 值 的 函数 。 

现在 我 们 要 定义 上 为 Riemann 曲面 ,使 上 是 亚 纯 函 数 。 同 
样 ,我 们 也 定义 中 心 投影 喘 照 xz: 一 C 使 a(B) 一 6. 

首先 ,我 们 知道 ,六 是 由 名 加 上 对 应 奇异 元 素 的 点 组 成 。 因 
此 ， 我 们 只 要 对 这 种 点 定义 局 部 参数 邻 域 与 局 部 参数 映照 。 奇 异 
函数 元 素 8 一 (q(x) , oa》 的 邻 域 Vs 定义 为 , 对 于 充分 小 的 + > 


e。 415 。 


ee 


= 仿 一 (22 ,的 :0 一 1 一 | 一 ”，(b(s) ,0) 是 (g(x)， 
a) 的 直接 开 拒 }U3 其 中 9(z)7 一 5 4 (2 一 01 |z 一 9 二 
。 当 4 二 00 时 , Ve 一 {5 一 (p(2)， 全 二 <|1 寻 < oo， (plz), 


5) 是 (4(z) ,0) 的 直接 开拓 }U 3 其 中 gz) = 了 4x ,< 
|z| < co， 

在 这 样 定义 的 邻 域 下 ，F 是 拓扑 空间 . 

是 Hausdorff 空间 。 事实 上 ， 若 对 于 两 个 奇异 函数 元 素 
?一 (9(z),o) 关 方 一 (p(2，o)， 当 充分 小 时 ， 在 {0 过 
lz 一 a| 二 +} 内 不 可 能 有 相同 的 直接 开拓 ,因此 对 应 定义 的 邻 域 
V3; 和 V; 有 Vi 人 Vs = Y。 

让 是 黎 曼 曲面 ， 我 们 只 要 对 奇 蜡 元 素 定义 局 部 参数 邻 域 和 局 
部 参数 映照 

设 8 一 (g(z),a), 其 中 a oo， 且 


410 = Dhl — Oi, lz—al 一 
取 7; 为 局 部 参数 邻 域 。 我 们 知道 ，x|V; 一 {3}: Vi 一 {9} 一 
{0 过 1z 一 al <r} 是 41 对 1 的 映照 , 作 变 换 = 一“ 一， 一 
小 ， 取 Vy 的 局 部 参数 映照 为 《z|Vs 一 o) 一 1。 显然 ， 
nV {lt) < +i), 
这 映照 是 一 一 的 , 且 是 拓扑 映照 
对 于 4 一 (4q(z)，co)， 9) =— DAs 7 LT < zl， 类 似 
地 取 局 部 参数 邻 域 为 了 , ， 局 部 参数 映 照 则 取 为 
Calvoi = TV ti: < 7}, 


现在 验证 局 部 参数 变换 是 一 一 解析 的 。 设 VjNV; 8， 
8 一 (q(#) ,a) 为 奇异 元 素 , 一 (p(x) ,5) 为 正则 函数 元 素 , 注 


ee 15 。 


意 到 7&V,NV。， 设 上 的 局 部 参数 映照 为 1 一 (x1V, 一 a)!， 

Vs 的 局 部 参数 映照 为 x|1Vs。 设 zlV::y, 一 {lz 一 al 之 +)， 

zjyi:yy 一 fs 一 避 <<r。 因此 (zjVi)e (zy 是 天 一 

{jz 一 ol 下 nilz 一 外 天" 上 的 恒 等 映 照 ， 局 部 参数 变换 
so GVe— olola] Ve) = (s — oa) 

是 定义 于 Kk 内 的 一 一 解析 映照 ， 因 为 aK，K 是 单 连 通 域 ,(z 一 


o)t 在 K 有 单 什 和 解析 分 支 ， 

因此 ,是 Riemann 曲面 。 同 时 直接 看 出 ,x:F 一 C 入 : 
一 C 都 是 亚 纯 函 数 。 

对 应 于 代数 函数 元 素 的 点 了 一 〈9(2) ,a) 称 为 上 的 代数 分 
支点 ,相应 的 正 整数 1 > 1, 称 为 分 支点 的 级 。 最 后 应 指出 ， 的 
连通 性 没 被 证 明 。 

习题 .证 明 # 是 路 径 连 通 的 空间 ， 


§3 代数 函数 


设 F(z,w) 为 z* 刀 的 多 项 式 ,对 几 是 姑 次 的 ,可 为 : 
F(z, 1w) = aol2) ww" 十 o(s)zn 十 … 十 cm(z)， 

其 中 wkz) ，……， on(z) 是 z 的 多 项 式 ， 假设 F(z, w) 是 不 可 
约 的 ， 即 不 能 有 分 解 式 F(z, w) 一 Fi(z，w)，FxXz,w) 使 F,， 
F, 都 是 非 零 次 多 项 式 ， 

考虑 方程 F(z, w) 一 0， 对 于 每 一 个 z， 它 其 有 和 个 根 
wi(z),"…', wn(z)， 我 们 要 把 它 考虑 为 解析 图 象 ,并且 用 F(z， 
你 ) 一 0 定义 代数 函数 。 为 此 ,我 们 要 讨论 正则 函数 元 素 . 

正则 函数 元 素 (w(z), oe) 称 为 『(z,w) 一 0 的 函数 元 素 ， 
如 果 在 w(z) 的 定义 域 KCa, r) 内 F(x, w(z)) = 0。 

对 于 给 定 的 ce C，F(a,w) 一 0 可 能 有 重 根 ， 我 们 要 证 明 
有 重 根 的 a 点 只 有 有 限 多 个 ,为 此 我 们 要 用 下 面 的 定理 。 

定理 3.1。 如 果 P(z, w) 和 8(z,w) 是 互 素 的 多 项 式 , 则 
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仅 存 在 有 限 个 zo， 使 得 PCzos w) 一 0 与 Q(zow) 一 0 具有 公 
共 根 ， 
P(z,w) 和 Q(z, w) 称 为 互 素 的 ， 如 果 它 们 没有 非常 数 的 
公 因 子 。 
征明 。 设 P(z,w)，9(z,z) 对 尼 的 次 数 分 别 为 x 和 m, 假 
定 s 之 mm， 
Plz,w) = aolz)w’ + .+t a.(z), 
Oz,w) = bolz)wr + 十 6b, (2), 
应 用 力 转 相 除 法 ,首先 得 Pl(z, w) = g(z,w)O(z,w) 十 r(z,wv) 
其 中 gkz, w) 是 巡 的 多 项 式 , 其 系数 为 的 有 理 函 数 ， 上 式 两 边 
乘 上 * 的 最 少 次 数 的 多 项 式 C,， 使 得 CoP 一 Yo2 十 Ri (ge 和 尺 ， 
是 z 和 w 的 多 项 式 )。 如 此 轧 转 相 除 得 到 
CoP = go0 十 Ri， 
CO gqR, + R,, 
CR 一 qp-R a tt R,, 
其 中 4q4 和 Ri 是 z 和 w 的 多 项 式 ， Ci 是 2 的 多 项 式 , 但 R, 是 z 
的 多 项 式 。 R。 一 Rs(z) 称 为 了 与 8 的 结 式 .- 
设 zx。 使 得 存在 ws， 满足 Plzo, wo 一 0 和 Q (zo, wo) 一 0 
则 代入 上 面 锯 转 式 后 ,得 到 R,(zo) 一 0。 即 xz 必 是 多 项 式 R,(z) 
的 零点 ,从 而 只 有 有 限 多 个 。 证 完 ， 
设 点 集 
T 一 {ecC:FGow) 一 0 和 RPRrkeyw) 一 0 具有 公共 根 } 
根据 定理 3.1，7, 是 有 限 集 。 又 设 
= {z€ Cialz) = 0}, 
T= TUTU{o}., 
这 些 集 都 是 有 限 集 , 工 的 点 称 为 临界 点 。 令 
T,=C—7T， 
则 对 于 任 一 点 a ET,, F (a, w) 一 0 有 六 个 互 不 相同 的 根 w.(4)， 


"ys wm(c)。 
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定理 3.2， 设 ck T,.，8 为 F(a,w) 一 0 之 一 根 , 则 存在 唯 
一 的 正则 函数 元 素 〈(w(z) ,a)，w(a) 一 25， 在 w(z) 的 定义 域 
K(s,r) 内 ,F(z, w (2)) 一 0， 

此 定理 称 为 F(z,w) 一 0 的 函数 元 素 存 在 性 定理 ， 


证 明 。 由 假设 ， Fla, b) = 0， 下 Co， 四 兰 0。 
- Ww 


F(z, ww) 按 w 一 5 的 展 式 为 
F(z,w) = Hz, 6) + Hz, (一 让 十. 
+ Ha(z, 6) (Cu — 6b)", 
其 中 
Ho(z, Ww) = F(z, w), Hola, b) = 0; 


及 (zy w) 一 Ors») ， Hla, b) x 03 


1 F(z, w). 
H,(z, w) 一 7 ow 


ee 


1 O"F(z, 1w)., 


Hanlz, 一 
(2 w) m! Ow” 


对 某 一 正 数 M ， 取 充 分 小 的 r>0, R>0, 2R<1, 使 得 2€ 
天 (ce， r), wE€ K(b, R) 时 ,总 有 
IHilz, w)) < OY, 


{H(z, w)| 之 M > 0， 
ROUH(z,w)| + -+ IHalz, w)1) <, 
Bole, 的 

我 们 断言 , 对 于 任 一 固定 的 ze K(a, >)， 在 K(5, R) 内 存 
在 唯一 的 WwW, 使 F(z, ww) 一 0， 即 F(z, w) 作为 w 的 多 项 式 ， 
只 有 唯一 的 零点 。 


Eales b)| < 
4 


由 F(z, w) 对 ww 一 5 的 展开 式 , 得 到 
| 1 
F(z, w) = (w — H(z, 1 + LA Dw 


tt Haz Cw 一 的 "十 多 分 |， 
对 zxzE Kle,r+r), 当 |w 一 8| 一 R 时 我 们 有 


1 ee ne 
HOD [cz, Cw 一 人 十 


十 再 (2 的 (zw 一 的 -十 (es || 


w—b 


1 ... . 
< Has [Re, 0 +… 十 |H,(z, 6)|) 


+ | < (M+ 妾 /uM 一 二 


利用 幅 角 原理 ,对 固定 的 ze 天 (os +r)，F《z, w) 在 {lw 一 51< 
R} 内 的 零点 个 数 ,等 于 F(x, w) 的 幅 角 在 圆周 T: jw 一 bi 一 R 


上 增 量 的 倍 , 即 


1 ArargF(z, w) 
2x 


一 Ararg(w 一 少 ) 十 1 ArargH,(z, 6) 
2 和 . 2Z7 


1 | […] } 
+ 1 Ararglit -ti | i 
27 Bl F(z,b) ， 


其 中 [… ] 为 | 已 (z， Dw m6) + + H(z, 6)Cw — 62)" 1! 十 
HoCz,5bXw 一 b)"!|. 在 上 面 的 估计 式 中 ,第 三 项 等 于 零 ,第 二 项 是 非 


零 模 , 当然 也 等 于 零 。 只 有 第 一 项 等 于 1， 这 就 证 明了 断言 正确 . 
由 断言 ,我 们 得 到 定义 于 KK(e,?) 内 的 叭 一 函数 w(z) ， 使 得 
F(z, Ww(z)) = 0, EB wlz) € K(b, R). 


e 20 。 


w(z) 在 KK(a,r) 内 是 连续 的 。 其 理由 如 下 。 
对 任何 zt6 Ka， r+), w(z0) € K(b, R)， 按 w (x) 一 w(z0) 
展开 F(z, w) 得 到 
Flg, w (2)) = Haz, Ww (20)) + H(z ,ww (20)) (ew (2) 
— wz0)) + :+ H(z, wz0)) wlz) 一 WU(Czo) 7) 
x 0。 
因此 有 
w (2) 一 w(zo) 
Hz)) 
H(z, wlz0)) + + Holz, wzo)) Cw(2) — wlzo))"™ 
由 假设 ,注意 |w(z) 一 w(z0)| 和 2R< 一 1， 上 式 分 母 按 模 大 于 等 
于 
|H,(z, w(20))| — 2R[ |H,(z, wzo))| 十 …” 
+ IHolz, wa)1]>M —O>0, 
当 z 一 % 时 , HoCz,w(z0)) 一 Holz0, w《z0)) = 0。 因 此 w(xz) 一 
w(zo)| 一 0， 即 w(x) 在 ze 天 (ec， r) 连续 ， 
1 最 后 ， 证 明 w(z) 在 天 (o, r) 内 解析 。 对 任何 z& K(a, 7)， 
我 们 要 证 明 ，w(z) 在 xz 的 导数 存在 . 


我 们 有 
w(%) 一 wl%0) 
2 一 Zo 


一 H(z, w(x0))/(z 一 zo) 

H(z, w(z2o) 十 … 十 Ha(z, wzo) (Cw (2) 一 w(z0))™ 
当 zs 一 2 时 ，w(z) 一 w(z0o) 一 0， 上 式 分 母 的 极限 是 Hi(zo， 
wz0)) 一 Fa(zo, 2(2)) 关 0， 分 子 


Holz, w(x0)) x Holx, wz0)) — Holzo, w(x0)) 


ZC— Zo 2z 一 2 


_ Flz, w(z0)) — F(zo, w(2o)) — F(z w(Z0)), 
ZC—%o 


9 人 1 


因此 , 当 * 一 zo 时 ， 
Ww (2) 一 好 (zo) » F,(%, w(z0)) ， 
2 一 20 有 (2zo， 纪 (2zo)) 

即 w(s) 在 z 的 导数 存在 , w(z) 在 KCa, 7) 内 解析 ， 证 完 。 

由 存在 性 定理 ,直接 可 得 到 一 个 重要 的 推论 如 下 。 

推论 。 对 每 点 ao€ T,、F(a, w) 一 0 恰好 有 mw 个 不 同 的 根 
wi(a),*……, wn(o)，F(z, w) 一 0 恰好 有 和 个 不 同 的 正则 函数 元 
素 《wi(z), a)，,…-， (wn(z), a)， 使 得 对 于 1<<fj 了 < m，wi(z) 
在 天 (ay r) 内 定义 , 且 F(z, wi(z)) 一 0， 

对 于 meC 一 TT,， 存 在 性 定理 不 一 定 成 立 。 但 这 样 的 m 仅 
有 有 限 个 。 此 时 ,总 存在 + > 0, 使 得 对 于 0 二 |z 一 zo| 二 7， 当 


% 一 口 时 ,对 二 过 1s| < 0，F(z，w) 一 0 对 于 固定 的 z， 总 


有 个 不 同 的 根 ， 都 用 w(z) 表示 之 。 我 们 有 下 面 的 重要 引 理 。 

引 理 3.3。 对 于 zeC 一 T,。 总 存在 + > 0， 整数 不 > 0， 
常数 M > 0， 使 得 当 *% 六 % 时 ，F(z,w) 一 0 在 {0 二 |z 一 
zo| 二 rr} 内 的 根 w(z),， 部 有 1(z 一 zo)tw(z)| 志 MM， 


当 =o0 时 ， F(z w) 一 0 在 性 <1z| < oo} 内 的 根 


w(z)， 都 有 [w(xz)/ztl 所 MM。 
证 明 。 当 zs 关 co 时 ,考虑 
Fz, ww) 一 oo(z)20m 十 oz) 十 .十 an(z) 一 0。 
对 aolz)， 总 存在 整数 * 守 0, 使 得 aolz)/(z 一 zt 在 zz 二 xz 
不 等 于 零 , 因 而 存在 0 二 + < 1, 使 得 当 0< lz 一 zj 天 > 时 ,有 
1aoCz) /lz 一 so) > Mo > 0， 
[lala) 十 十 ee(o| Mi, 
其 中 Me 和 M, 为 常数 ， 
对 F(sw) 一 0 在 {0<jz 一 z|<r}j 内 的 根 w(z)， 当 
lw(z)| 之 1 时 ,我 们 有 . 
OPIOE AOE EE -ak 一 0， 
Wz)™! 


es 22 。 


ao(z) 
(zC— zo) 
由 此 ,我 们 得 到 


Cz 一 zo) twa)) < [als)| + :+ 1an(2)|, 


[a — sw 1 < 放 ， 
当 [wD| < 1 时，[(z 一 at 人 (1 过 rt 过 1， 总 之 , 令 M= 
MI， 
这 十 1， 则 有 

1(z 一 ztzo(z)| < M， 


对 于 zo 一 90 的 情况 , 设 多 项 式 w(z)，… :om(z) 的 次 数 依 
次 为 和 ,… ,a， 令 1 一 Max Kn}. 这 时 总 存在 0 和 < 了 一 


1, 使 得 当 二 < jz] < co 时 ， 
mkz) 
zt 


宇 M,>> 10， 


十 mz) 
各 、 


ai Cs) | 十 <M 
Te | 19 


对 于 一 上 < |z 1< co，F(z:w) 一 0 的 根 w(z)， 当 |w(z)| 宕 


时 ,我 们 有 
2 Ww (2) 十 9 +2 十 …， 
六 1 
士 2 2 、 Zi 0。 
令 R= il— ko, 则 有 
aoCz) | lw ls) 


zt | wt 


2) (2) 
i 


十 2 。 


因此 得 到 ”, 
lw (2) /| < MU/ Mo 
当 jw 之 1 时 ,1w(z)/zt| 安 所 <1。 总 之 ,我 们 有 


Iw/ < A :二 1 M， 


。 238 ， 


至 此 引 理 证 完 。 

下 面 研究 F(x, w) 一 0 的 正则 函数 元 素 的 解析 开拓 。 

根据 存在 办 一 性 定理 ,对 任意 a€ T,，F(a, w) 一 0 总 有 相 
互 不 同 的 mw 个 祖 w(9o),-…', wn(a)， 使 对 于 lj 和 mm，F(a， 
wi《0)) 一 0， 对 应 有 台 个 永 数 元 素 (wi(z) ,a) ,Cwn(z),a)， 
在 KCa, r+) 内 F(z, wi(z)) 一 0。 把 所 有 这 样 的 元 素 组 成 的 集 
记 为 地.， 即 

全 。 一 {(Cwir(s]，0)， (wm(z)， a):a€ T,}, 

我 们 要 证 明 全 , 中 任何 两 个 函数 元 素 , 总 可 以 沿 了 , 内 的 路 径 解 析 
开拓 。 

定理 3.4。 对 全, 的 任 一 函数 元 素 (wo《z), a)， 及 7。 中 路 径 
Y, 了 7 的 起 点 为 a, 《wo(z), 0) 沿 7 可 解析 开拓 , 且 开 拓 后 得 到 的 正 
则 函数 元 素 也 属于 2,。 

证 明 。 设 7:[0, 1] 一 了 T,, 7(0) 王 a，7(1) 一 5，5 一 7Cb)。 
对 于 0 <z<1， 令 路 径 7Yr;[0，r] 一 了 ，7r(D 一 ?CD， 设 

太一 supfr:0<r< 1, (wo(z)， a) 沿 Ye 可 解析 开拓 得 

到 〈wr(s)，7(r))，F(z，wr(z)) 一 0)}。 

我 们 只 要 证 明 : (woks)，e) 沿 Ye* 可 解析 开拓 ,得 到 的 《wrx(z)， 
Y(z*)) 满足 F(z, we*(z)) 一 0， 并 且 r* 一 1。 事实 上 ， 对 于 
r， 在 点 Y(r*) 上 , F(z, w) 一 0 恰好 有 和 个 函数 元 素 (ww (>)， 
Cr))》， (Cn(z)，YCr))， 其 中 wi(z)，…，wn(z) 在 
K(Y(T*), +r) 内 有 定义 。 由 Y(z) 的 连续 性 ,存在 6 > 0， 使 得 当 
Ir 一 z*| < 时 ，|7(7) 一 7(rt| 过 +。 取 其 中 一 个 r 天 re#， 
使 《wks)，9) 沿 Y， 可 解析 开拓 得 到 F(z, w) 一 0 的 正则 函 
数 元 素 《wr(z) ,YC7T))。 这 时 ， (ws(z), YCr*)),* +, (wmlz), 
Y(z*)》 在 点 YC(r) 分 别 直接 开拓 ,得 到 m 个 函数 元 素 ， 则 其 中 必 
有 一 个 ， 记 之 为 《we(z)，7(T*))， 它 的 直接 开拓 是 《w:(z)， 
YD)), 即 (we#(z) ,YC7)) 一 《wlz),7Cr))， 由 此 推出 (wo(z)， 
90) 沿 7w* 可 解析 开拓 到 (were《z),7Cr*))。 现 在 证 明 r* 一 1， 如 
果 z* 过 1， 则 存在 蔬 之 7, | 一 7 过 5 17(7) 一 7(rs)| 到 


。244% 


| 
、 
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7， 这 时 通过 《wer(z)，7Cz*))，(wo(z)，a) 可 沿 ”解析 开拓 到 
(wr (z) ,YCt)), 其 中 《wr (z) ,YCT)) 一 《wrt(z), 7Y(zt)) 是 直 
接 开 拓 。 这 样 便 与 z* 是 极 大 值 矛 盾 ， 因 此 r* 一 1。 定理 得 证 . 

定理 3.5。 2, 中 的 任 两 个 函数 元 素 ， 在 7, 内 可 以 沿 某 一 路 
径 解析 开拓 ， 

证 明 。 国 定 一 点 ee T,， 我 们 只 要 证 明 点 4 上 的 mw 个 函数 元 
素 《wi(z) ,0),…， (wn(z), 49) 在 T, 内 沿路 径 可 以 相互 解析 开 
拓 就 足够 了 。 因 为 由 此 便 可 推出 , 对 任何 5€ T,， 及 T， 内 连接 
a 和 2 的 路 径 7, 根据 上 面 的 定理 及 解析 开拓 唯一 性 ,点 4 上 的 
个 函数 元 素 ,分 别 沿 Y 开 拓 , 便 得 到 点 sb 上 的 mw 个 函数 元 素 ,这 样 ， 
人 中 的 任何 两 个 函数 元 素 就 可 以 通过 点 4。 上 的 mw 个 函数 元 素 , 相 
互 沿路 径 解 析 开 拓 。 

对 于 点 。 上 的 w 个 国 数 元 素 (由 (z) ,0),… ,Cwn(z)， 0)，, 总 
存在 一 个 最 大 的 x 万 m, 使 得 其 中 # 个 元 素 ( 设 为 (wi(z) ,0),*…， 
(walz) ,4)) 在 了: 内 沿路 径 可 以 相互 解析 开拓 ,如 果 我 们 证 明了 
4 二 加 ， 则 定理 得 证 ， 

对 于 点 (wx), 0) ,wz), a)， 设 tri(s)， xn(s) 
定义 在 {z:|z 一 ea| 二 r+} 内 , 作 w 的 ”次 多 项 式 

(wo— wz) NW Oo wa)) (弘一 UsCs)) 
= WwW" Bw 十 十 下 (2z)， 

其 中 Bi(z),'…,，B.《z) 是 定义 在 {z:|z 一 ael 二 +} 内 的 全 纯 
国 数 ,由 下 列 基本 对 称 多 项 式 定义 。 

Bi(s) = —[w(z) + + wlz)], 

Bilz)—=C—1) DD) wi(lz)wi(s), 

1&<i<i<s 

B,(z2) = (—1)"w (zs) wz) :wz). 

现在 ,我 们 要 把 B.(z),.…,B,(《z) 开拓 为 了 , 内 的 全 纯 函 数 ， 然 
对 于 任何 beéT,, (wi(z), a)， 机 (ws(z)， a) 沿 了 ， 内 连 
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接 5 到 台 的 路 径 分 别 解析 开拓 ,得 到 点 5 上 的 # 个 函数 元 索 , 依 次 
排 为 Gws(z) ,5),"…, (ws,(z) ,56)， 沿 不 同 的 路 径 解析 开拓 ， 位 
次 得 到 的 # 个 函数 元 素 ， 是 这 些 函 数 元 素 的 重 排列 。 因此 ， 在 
{jz 一 5| 二} 内 用 上 上 这 些 函 数 元 素 定 义 全 纯 函 数 B(xz),*……， 
Bs(z) ,这样 ,我 们 便 把 原来 定义 于 {|z 一 oa|<+} 内 的 B.(z),*……， 
B,(z) 沿 任何 连接 a 到 6 的 路 径 解析 开拓 到 {lz 一 四 1 二 7r}。 因 
此 ，Bi(z),*…，B,(x) 被 解析 开拓 为 定义 于 了. 内 的 全 纯 函 数 。 

对 于 zoEC 一 了 T,， zo 是 B.C(z),*……，Bs(z) 的 孤立 奇 点 。 现 
在 我 们 证 有 明 ，z。 最 多 是 极点 ， 由 此 推出 B(x),"…:，B,(z) 是 定 
义 于 C 上 的 有 理沙 数 . 我 们 知道 ,由 上 面 引 理 ,总 存在 整数 之 0 
及 M > 0, 当 xo 关 co 时 ;在 {0 一 jz 一 zol 二?} 内 ,F(z,w) 二 
0 的 根 ws(z] ……，wn(z) 满足 

|(z 一 ztoi(z)| EM,1<i<m. 


当 和 = o 时 ,在 位 < lz| < oo 内 ,P(x,w) 一 0 的 根 wuiCa， 
“……，wn(s) 满足 
[wilz)/zt| <M,1<i<m, 

由 于 Bi(z),…,，B。(z) 是 F(z,w) 一 0 的 根 的 对 称 多 项 
式 , 不 难看 出 ,B(x),，…,B,(z) 最 多 以 ze 为 极点 ,因此 是 有 理 函 
数 , 对 于 1 和 i 和 #4, 设 Bi(z) = bi(z)/bo(z)， 其 中 5i(zx), bo(%) 
是 z 的 多 项 式 , 作 x 和 ww 的 多 项 式 : 

CE ACO LE AC RE AC) 

一 bog) [wr + Blz)w" +... + B,(z)], 
注意 对 于 给 定 的 (ww1(2),0),…,(wa(z),0) 在 {lz 一 ol < 二 +} 
内 总 有 ,对 工 和 :< 委 w， 

F(z, wi(z)) 一 0， 
Flz, wil(z)) 一 0。 
故 z6fls 一 中 < 站 有 时 ，FGzy wo 一 0，PFi(zy 2 一 0 具有 公 
共 根 .根据 本 节 开 头 定理 ,PF 和 ,不 是 互 素 的 ,因为 否则 兵 有 有 限 
多 个 x, 使 F(z,w) 一 0 和 Fi(z,w) 一 0 具有 公共 根 ， 这 时 
。26 。 
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F 和 必 有 非常 数 公 内 子 ,由 于 下 是 不 可 约 的 ， 公 因 子 对 之 的 次 
' 数 不 术 于吉 。 另 一 方面 ， 公 因子 对 ww 的 次 数 小 于 等 于 ,的 次 数 
;xn， 因 此 ”一 交 ， 这 就 是 我 们 所 要 证 的 。 定 理 证 完 ， 

定理 3.6， 设 (wo(z), a) 为 F(x,w) 一 0 的 正则 函数 元 
素 ,7:[0, 11 一 CC 为 一 路 径 ,，7(0) 二 a,7(1) 一 b， 如 果 (wolz)， 
e) 沿 7 可 解析 开拓 得 到 《ww.Cz),5)， 则 (wi(z),5) 也 是 F(z， 
w) 一 0 的 正则 函数 元 素 。 

该 定理 有 时 称 为 代数 方程 的 函数 元 素 解 析 开 拓 的 永恒 性 定 
理 。 

证 明 。 由 假设 7:[0,1] 一 C,t->7(z)， 存 在 解析 开拓 1- 
(wii(s) ,7Y(z))。 我 们 要 证 明 ， 对 Vi [0,1]，(《w《z),7C(2)) 是 
F(x，,w) 一 0 的 函数 元 素 ,为 此 设 : 

zy 一 supf0<r<1:0 委 1 时 (ww(z)，7Y(D)) 是 
F(z,w) 一 0 的 函数 元 素 } 
我 们 要 证 明 ，(w*(z]，7(Czr*)) 也 是 F(z , w) 一 0 的 函数 元 素 

且 r* 一 1。 事实 上 , 对 于 (we*(s)] ，Y(Czr#))， 按 解析 开拓 定义 ， 

如 果 wr*(z) 在 {lz 一 7Y(z*)| <r} 内 定义 , 则 存在 6 > 0, 使 

当 jr rt) <6 时, [7(7) — 7(7)| <r, (ws), 7(7)) 一 

(we*(z),7(T))。 著 虑 解析 函数 F(z, w.*(z))， 取 rT 使 F(x， 

wc(z)) 一 0， 即 在 y(r) 的 令 域 内， F(z，w*(z)) = F(z, 

wr(z)) 一 0。 因而 在 {和 z 一 7(7r*)| 过 7} 内 ,F(z ,wet(z)) 一 0. 

这 就 是 说 ，(w*(z), 7(z*)) 是 F(z,w) 一 0 的 函数 元 素 ， 当 

7* 之 1 时 , 取 任 何 5 宝 ， |r 一 5*| < 之 6, 在 7Y(r) 的 邻 域 内 ， 

F(z, w.(z)) = F(z, we*(z)) 一 0， 这 就 与 r* 是 上 确 界 蔬 盾 ， 

因此 zr* 一 1。 证 完 ， 

考虑 

全 一 {C02), ss, ne), oaE Ti 1,2,.°, Ms 

《witz), a) 是 F(z,w) 一 0 的 正则 函数 元 素 }。 

由 上 面 已 证 的 关于 正则 函数 元 素 的 解析 开拓 的 定理 ， 我 们 有 下 列 

结论 : 
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1° 他, 的 正则 函数 元 素 , 沿 工 , 内 的 任何 路 径 可 解析 开拓 ， 得 
到 的 正则 函数 元 素 是 F(z, w) 一 0 的 正则 函数 元 素 , 昌 属 于 个 ,; 

2° 他. 的 两 个 正则 函数 元 素 在 T， 内 可 相互 沿路 径 解析 开 
拓 . 

全, 的 正则 函数 元 素 在 C 内 经 所 有 可 能 的 路 径 解析 开拓 后 ,得 
到 一 个 完全 解析 函数 ， 当 然 包 含 全 ,, 它 由 F(z, w) 一 0 的 所 
有 正则 函数 元 素 组 成 。 特 别 , 其 中 包含 以 ze C 一 T, 为 中 心 的 
正则 函数 元 素 ， 

现在 扩充 成 解析 图 象 ， 

对 于 zo€C 一 了 ,， 即 zo€ ToU TIU {00}, 一 定 存在 + 之 0， 


使 得 在 {0 之 1z 一 wl < 站 内 , 当 如 一 * 时 ,在 性 <1zl< 
oo] 内 ,下 面 D) 至 3) 成 立 ， 


1) F 的 任何 正则 函数 元 素 , 即 F(z,w) 一 0 的 正则 函数 元 
素 《wi(z) , a) 可 以 任意 解析 开拓 ， 

2) (wi(z) ,a) 沿路 径 C:1z 一 zo| 一 1a 一 zol 解析 开拓 4 
(4 志 w) 次 后 一 定 解析 开拓 到 原来 的 (wi(z),a)， 当 zo 一 00 时 ， 
C 应 换 为 C:jz] 一 jcl。 

3) 根据 引 理 3.3, 在 {0 < |x 一 zol] < >} 内 ， 解析 开拓 后 得 
到 的 F(x, ww) 一 0 的 正则 函数 元 素 (w(s) ，e) 总 有 

|(z — ztw(s)| EM; 


当 w= oo 时 ,在 仁 < lz| < oo} 内 ,解析 开拓 得 到 的 函数 元 
素 (w(xz)、o) 总 有 


lw(z)/zt| < M, 
其 中 不 为 正 整数 ,M 为 正常 数 。 
因此 ,解析 图 象 的 关于 代数 元 素 的 假设 1 一 3 成 立 , 以 为 中 
心 我 们 得 到 代数 函数 元 素 (w (z) , xzo)， 而 
WwW(z) 一 bp As(z 一 go) 1, [lz 一 zol <r， 
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其 中 1 加 1 包 幼 ， 且 有 
Fgos wl20)) 到 03 
当 Zo 00 时 ,我 们 有 (w (2), c)， 而 


oa 一 hz lz| > 十 ， 


其 中 1 志 14 忆 mm, 且 有 
Flco, w(co)) 一 0。 
因此 对 zo€ C 一 T,, 一 定 存在 正 整 数 序 列 
1 hh， 
刀 十 2 十 .十 和 一 六 
使 得 以 zo 为 心 ，F(z,w) 一 0 有 KK 个 代数 函数 元 素 (wi(x)， 
20)，"……，(wi(z), 2z0)， 使 得 对 1 守 委 天 有 
F(z, wi(20)) 一 0， 


wi2) = Ailz 一 着 Iz ml 7, 


这 样 , 把 扩充 为 解析 图 象 站 ， 称 为 F(z ,w) 一 0 的 解析 图 象 ， 
现在 讨论 F(z,w) 一 0 的 解析 图 象 的 黎 曼 曲面 6. 对 Vie 
， 设 访 一 《w(z), zo)， 则 我 们 有 : 

中 心 值 函数 六 ;并 一 让， 户 ( 们 一 (wo(zo): 

中 心 投影 函数 r: 开 一 已 ，z(2 一 zo。 

对 于 z,€ 7,， 则 FF 有 吉 个 点 太一 (wi(z), 20) ,Pm 一 
(wm(zs)。zo)， 对 于 充分 小 的 > 0， 有 和 个 局 部 参数 邻 域 Vs， 
(1 委 ;i 委 m)， 局 部 参数 映照 x|Vs,:V5, 一 {1z 一 zo| 二 rr} 是 一 
对 一 的 ， 甩 是 拓扑 映照 。 对 于 zx 和 T:。 则 zx 是 所 谓 临界 点 ， 这 
时 有 1 六 mw 个 代数 函数 元 素 甸 一 (wi(s]，z0，……， 
PiCwilz), 20), 对 1<iSh, 


wi(z) 一 >) Ai(z— 20)1i,, lz 一 xj 一 r， 


其 中 1I 委 1 委 m。 当 1> 工 时 ， 遍 称 为 分 支点 ， 和 2 称 为 分 支 的 
级 。 这 时 ,存在 《个 局 部 参数 邻 域 V5,， 而 
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、 =|7p :7 -> {2:1z2— 2| <r} 
是 如 对 1 的 映照 ;局 部 参数 映照 取 为 
t= (zr|Vs,— si Vp > {71:1z| < 上 }， 

它 是 一 对 一 的 拓扑 映照 

当 zx, 一 co 时 同样 定义 之 。 

现在 证 明了 是 Riemann 曲面 。 

我 们 已 经 知道 ,对 xe C， 对 于 充分 小 的 K(zo, +r)， 在 上 
最 多 对 应 汉 个 局 部 参数 邻 域 Vs ,.…,，V5,， 使 得 a1Vs,: V5 一 
K(zu, +r)。 由 于 CC 是 紧 的 ,因此 存在 有 限 个 这 样 的 开 覆 盖 , 由 有 限 
个 K(zo, r) 作成 。 这 时 对 应 每 一 个 K(zo, r) 的 个 局 部 参数 
邻 域 ,作成 去 的 开 材 盖 , 天 是 紧 曲面 。 

中 心 值 函数 忆 和 中 心 投影 函数 x 是 定义 于 紧 Riemann 曲面 
E 上 的 亚 纯 函 数 ,我 们 有 ; 

F(z($), F(S)) = 0. 

按 定义 ,我 们 把 F(z,w) 一 0 的 解析 图 象 上 定义 的 函数 称 为 
F(z,w) 一 0 定义 的 代数 函数 ， 即 交 人 六。 一 般 记 x() 一 >， 
上 (区 一 oz)。 代 数 函数 是 定义 于 紧 Riemann 曲面 的 亚 纯 阴 数 ， 
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第 三 章 覆盖 曲面 


$1 光 宴 覆盖 曲面 


设 W 和 疹 为 两 个 曲面 ,映照 x: 访 一 Ww 称 为 局 部 拓扑 映照 ， 
如 果 对 Y5e 祈 , 存在 的 局 部 参数 邻 域 V5, 使 得 站 Pr 把 V5 拓 
扑 地 上 肌 为 x(8) 一 p 的 局 部 参数 邻 域 了 

定义 。 曲面 W 和 六 附加 上 局 部 拓扑 映 照 #: 形 一 WW 称 为 和 W 
的 光滑 材 益 曲面 ,用 记号 〈 铭 , z, WwW) 或 者 简单 地 用 ( 诊 , x) 记 
之 。z 称 为 投影 映照 ，p 一 (区 .对 于 p EW, 点 Ex '(p) 称 
为 在 p 上 . 

对 于 投影 映照 x，p 一 <*( 稚 ， 我 们 总 可 以 选取 儿 和 尹 的 局 部 
参数 邻 域 V 和 7，， 使 得 x1V5;V; 一 V。 是 拓扑 映照 ， 即 是 同 
胚 。 

当 珍 入 是 Riemenn 曲面 时 , 则 在 光滑 覆盖 曲面 (从 , x, WW) 
的 定义 中 ,我 们 要 附加 要 求 z 是 解析 映照 ， 

定理 1.1， 设 (从, x) 是 WW 的 光滑 覆盖 曲面 , W 是 Riemana 
曲面 , 则 映照 x 在 祖 上 诱导 唯一 的 复 结构 ,使 得 你 成 为 Riemann 
曲面 ，z: 珍 -> W 是 解析 映照 。 

证 明 。V5e 聊 ，P 一 x(P), 我 们 选取 和 的 局 部 参数 邻 域 
Vs 和 V,， 使 得 x|V5: Vy 一 V, 是 拓扑 映照 ,由 于 WW 是 Riemann 
曲面 ， 对 于 局 部 参数 邻 域 六 ,， 设 局 部 参数 映照 为 gw。， 当 7, 站 
Ts B 时 ，qp,o97i 是 一 一 解析 映照 ， 这 时 , 对 局 部 参数 邻 域 
V5， 定 义 局 部 参数 映照 为 prex|1y7z， 则 

(gps.oxrlVs)o pa or|lVy) = pp,opn 
是 一 一 解析 映照 。 因此 ， 交 在 所 取 的 局 部 参数 邻 域 及 局 部 参数 
映照 下 成 为 Riemann 曲面 x; 从 -> Wy 是 解析 有 映照， 这 是 因为 
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x 在 V5 内, 用 局 部 参数 表示 时 为 re(pjorjy 让 二 一 gz! 是 解析 
函数 。 由 于 x 是 局 部 拓扑 的 解析 映照 , 从 上 的 复 结构 由 它 唯一 确 
定 , 由 此 便 得 到 多 上 的 复 结构 是 唯一 的 。 

我 们 这 里 只 讨论 光滑 覆盖 曲面 ， 以 后 称 为 覆盖 曲面 。 但 应 提 
到 ,如 果 刻 和 了 环 是 Riemann 曲面 ，r: 欠 一 丈 是 解析 映照 ， 则 
称 〔 诊 , x, W) 为 分 支 覆 盖 曲 面 ， 


$ 2 弧 的 提升 与 正则 覆盖 曲面 


设 〈 信 ,=) 为 WW 的 覆盖 曲面 ，? 为 诊 的 弧 ， 曲线 ?: [0,1] 一 
诊 ， 由 + 一 7?) 定义 , 则 W 上 的 缴 7 定义 为 7:[0, 1] 一 W, 1 
x(7(t))， 称 为 ?的 投影 ,用 记号 + 一 x(7) 表示 。 反 之， 对 W 上 
的 弧 7, 其 起 点 rC0) = p。， 如 果 信 上 有 一 弧 了 ,起 点 7(0) 一 所 ， 
使 得 x(7?) 一 >， 则 称 ? 是 + 的 以 负 为 起 点 的 开拓 或 提升 . 

定义 。 矿 的 (光滑 ) 覆 盖 曲 面 〈 钞 , =) 称 为 正则 的 , 如 果 对 于 
W 上 的 任何 弧 +， 起 点 "(0) 一 训 ， 以 及 任何 在 名 上 的 点 页 ， 总 
存在 > 以 名 为 起 点 的 提升 ， 

定理 2.1。 设 (做 , =) 为 W 的 光滑 覆盖 曲面 ，7 为 W 上 的 弧 ， 
起 点 为 po， 二 为 在 fp。 上 的 点 ， 如 果 ?+ 以 名 为 起 点 的 所 和 开 ?存在 ， 
则 7 是 唯一 的 ， . 

证 明 。 设 r:[0, 1] 一 了 到，:->r(D0，r(0) 一 加， 又 设 * 的 
提升 ?:[0,1] -一族 ，: 一 5FD，FC0) 一 各 ;x(7G)) 一 rG)， 要 
证 明 ? 是 唯一 的 提升 , 即 , 如 果 存 在 男 一 提升 :10, 11 一 俯 ，: 一 
CE) C0) 一 各， x(F()) 一 7G)， 则 必 有 了 G0) 二 二 0) 1€ [0， 
1]， 为 此 设 

E = {:€ [0, 1]:7(0) = $2)}. 
只 要 证 明 E 一 [0, 1]。 根据 [0,1] 的 连通 性 ， 如 果 证 明了 E 是 开 
集 ， 同 时 [0,1]-E 也 是 开 集 , 则 这 两 个 集 必 有 一 是 空 集 ,但 由 假设 
0e E， 因 此 5 非 空 ，E 一 [0, 1]， 定 理 即 可 得 证 。 
”首先 证 是 开 集 ,对 于 任意 的 EB, 有 7 了 C10) 一 (1)， 选 取 
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7(10) 和 r(m) 的 局 部 参数 贺 这 入 ,使 得 <| 蕊 交 一 六 是 拓扑 
有 映照， 根据 弧 的 连续 性 ， 存 在 6 > 0, 使 得 当 |1 一 wl 天 5 时 ， 
?C0), FC) EF, rbe) EV 但 这 时 (0)) 一 (9(2)) 一 (1)， 因 
此 ,; 当 上 | 一 | 二 5 时 ，f7(7) 一 了 G2) 一 x!(z(1))， 凤 E 是 开 集 , 

同 理 , 对 任意 的 ne [0, 1] 一 已 有 Fo) 71(1o)， 分 别 取 
7(10), 7.(to) 和 rt0) 的 局 部 参数 圆 ,2, 和 了 ,使 得 Fn Pp, -= [2 > 
xz( 产 ) 一 V，x(CP) 一 V。 根据 弧 的 连续 性 , 存在 8 > 0， 使 得 当 
| < HH FC) EF, $C) EP, reEV, 这 时 fC() < 
(2)， 即 *e [0, 1] 一 E， 因 此 [0,1]-E 是 开 集 ,定理 证 完 ， 

定理 2.2.。 光滑 正则 覆盖 曲面 覆盖 每 一 点 的 次 数 相同 ， 

证 明 。 设 (从 , x) 是 WW 的 光滑 正则 曲面 ,要 证 明 对 Yp EW ， 
x!'(p) 由 相同 个 数 的 点 组 成 。 

对 正 整 数 #， 设 

E, 一 {p EW, x!(p)》 的 点 数 之 n}， 

则 已 , 是 开 集 。 事实 上 ,对 任意 PoE BE, xw!《po) 至 少 有 个 点 多， 
1 < i nn。 对 每 一 个 后， 选取 局 部 参数 圆 辽 ;, 使 得 了:(1 和 & i 志 
#) 两 两 不 相交 ， 再 选取 po 的 局 部 参数 圆 Tu， 使 得 x(P;) = Vo 
(1 志 i 1), 且 | 人 入 : 放 ;> V。 是 拓扑 映照 .于 是 ,对 于 Vpe Fw， 
x!(p) 至 少 有 ?2 个 点 ,因此 ,是 开 集 , 

现在 证 明 Wy 一 E。 也 是 开 集 ,对 于 Vpe W 一 E,, x-'(po) 最 
多 有 # 一 1 个 点 所，1 过 i 和 4 一 1， 选取 所 和 的 局 部 参数 贺 
久 和 V,， 使 得 x( 了 二 Vo, 目 |P 了 :D>V(l<i<n— 1) 
是 拓扑 映照 ,这 时 ,对 Vbe Fe，r-(p) 的 点 必定 在 某 个 仿 内 . 事 
实 上 ,对 VS € x1(p), 设 7 是 以 ?为 起 点 ,ps 为 终点 的 弧 , 由 覆盖 
的 正则 性 ， 存 在 以 为 起 点 的 提升 7,? 的 终点 必定 是 x-(p) 的 
某 个 点 多 ,因此 (x| 户 ;)(7) 一 +, 了 ?在 他 ;内 ,由 此 推出 xn"'(p) 最 多 
有 ?2 一 1 个 点 。 即 W 一 BE。 是 开 集 ， 

根据 WV 的 连通 性 ，E,。 和 到 一 E, 之 中 必 有 一 分 是 空 集 。 假 
如 存在 xn， 使 得 E, 关 8 ,Es 一 B$, 则 W 一 E,， 这 时 禾 盖 次 
数 等 于 x»。 否则 ,我 们 认为 履 盖 次 数 是 无 穷 。( 注 意 ， 现 在 还 不 知 
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道 黎 盖 次 数 是 可 数 的 ?定理 证 完 ， 

下 面 的 定理 是 光滑 覆盖 曲面 的 一 个 特征 性 定理 ， 

定理 2.3.。 琴 的 光滑 覆盖 曲面 ( 阔 , ~) 是 正则 的 , 当 且 仅 当 对 
YPps€-W ,存在 po 的 局 部 参数 邻 域 ,使 得 上 映照 * 把 = 7) 的 每 
一 个 分 支 人 拓扑 映照 到 了 上 ， 

附注 .这样 的 王 称 为 请 的 特征 邻 域 , 多 为 zp。) 上 点 的 局 
部 参数 邻 域 . 

证明。 这 里 我 们 先 证 明 充 分 狂 ， 必 要 性 在 证 明了 单 值 性 定理 
以 后 再 证 。 

设 ~:[0;1] 一 W 为 任 一 弦 ，r(0) 一 加， 要 证 明 对 任意 六 
r 《po)， 存 在 7 的 提升 *， 使 得 ?(0) 一 负 ， 

由 定理 假设 ,对 Vi€ [0,1], 存在"(o 的 局 部 参数 邻 域 了 ， 
觅 照 < 把 x1《V,) 的 每 一 个 分 支 儿 ,拓扑 映照 到 VV 上 .根据 +(e) 的 
连续 性 ， 存 在 包含 : 的 区 间 A: 使 得 r(A,)CV,， 这 样 的 A 的 全 
体 作成 [0,1] 的 开 和 覆盖 ,因此 存在 有 限 多 个 区 间 A;, 0 委 ! 委 ? 履 
盖 [0,1]。 设 对 应 的 局 部 参数 邻 域 Vi, 使 得 r《(A;)CV;。 进一步 
我 们 可 以 假设 A;= [stin], 0 < 
< 一 1 设 Yi[ fin 太一 rt)， 则 7; 在 Vi 内. 
对 于 roGVos 7.《(0) 一 r(0) 一， 取 久 为 xz。) 的 包含 所 的 
分 支 ,将 天 限制 在 人 上 ,定义 fo: [za] 一 久 ， Ft) = x (rt)), 
则 x(?6) 二 ro。。 对 于 riCVi, 同 样 取 作为 zx (7D 包 含 fo(41) 的 
分 支 ,将 限制 在 久 上 ,定义 fF: [2,12] 一 久 ， (7) = x (rt)), 
则 (7 一 rj。 如 此 继续 4 次 后 ,我 们 便 得 到 ,71，*…、7,，, 使 得 
zx?) 二 fA(0 志 i 人 )， 并 且 ?7; 的 终点 应 与 $4 起 点 相同 。 因 
此 , 令 

ToC2), 4 € [io 11], 
xD) = 11(2), 1€ lL, ts), 


Ft), 4 € Leas rt]， 
则 x(7) 一 +， 且 ?的 起 点 7C0) 一 名， 这 就 是 所 求 的 * 的 提升. 
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定理 充分 性 证 完 ， 
$3 曲线 的 同 伦 与 基本 群 


我 们 要 对 曲面 厂 上 具有 公共 端点 的 曲线 族 定义 司 伦 关 系 ， 
给 定 和 上 的 两 条 匠 ri: [0,1] 一 W, ri: [0, 11] 一 W， ri(0)= 
r2C0)， ri(1) 一 rxK1)。 连续 映照 r:[0, 1] x [0 1] > WW， (i， 
#) 一 r(1, ww) 称 为 ri 到 7; 的 形变 , 如果 
(0, 4) = rr:(0) = r+,(0), 0 入 5 和 1， 
rCl, HW) = rl)= 7(1), O01l, 
r(1, 0) = ri 人 Dr 1) = rl, O01 
定义 。 如 果 存 在 71 到 ”: 的 一 个 形变 , 则 称 ri 同 伦 于 ?7;, 记 为 
ri 72。 
作为 特例 , 如果 克 是 平面 凸 域 , 则 W 上 任何 两 条 具有 公共 端点 
的 绝 r1 和 ri 总 是 同 伦 的 。 因 为 这 时 可 定义 形变 为 rC,#) 二 (1 一 
u)rilt) 十 ur2lt). 
定理 3.1。 对 于 弧 >:[0, 1] 一 Ww， 如 果 7:[0, 1] -> [0, 1]， 
Tt = T(t?) 是 单调 增 的 连续 函数 , 且 r(0) 一 0，r(1) 一 1， 则 经 过 
参数 变换 后 ，r(o 和 r(r(o) 定义 的 弧 同 伦 ， 
证明。 因为 存在 形变 r( ww) 一 r((i 一 wt 十 wr(z))， 证 
IO。 
同 伦 关 系 是 一 个 等 价 关 系 。 事 实 上 ，, ” 汪 7， 如 果 rm 一 2， 则 
ra 2 11， 这 两 个 性 质 是 明显 的 。 我 们 证 明 , 如 果 7 心 1, ?3 守 7a 
则 z1 乃 7r3， 为 此 ， 设 7 到 7; 的 形变 为 rn, :到 +; 的 形变 为 73， 
则 zi 到 +; 的 形变 可 定义 为 


ran(t, 2u)，, 0<v< 了， 


ria(!s #) 一 1 
ra(t，22 一 1)， FW 1。 


将 起 点 和 终点 固定 的 弧 按 同 伦 关系 进行 分 类 ， 弧 1 所 属 的 同 
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伦 类 记 为 [7]。 定 理 3.1 指出, 弧 > 经 单调 增 的 ,在 上 的 、 连 续 的 参 
数 变换 后 属于 同一 同 伦 类 . 

缴 的 积 ， 如 果 ri 的 终点 等 于 的 起 点 ， 则 定义 r 和 ;的 积 
ri* rr? 为 


(12), 0<1< 了 
rt) 一 1 
m2 1), << 


练 的 积 具 有 性 质 : 如 果 产 扫 站 mr 富 六 则 ?1*r2 守 i。 
r;。 这 是 因为 如 果 设 7 到 7 的 形变 为 ri《t，w)，r2 到 ;的 形变 为 
ri， Ww)， 则 存在 r1。?r, 到 ri*7; 的 形变 


ri(21, #4), 0<1<., 


2 
r(t) 一 1 
ra(21 — 1, 4), Ft 人 1, 


根据 这 一 性 质 ,我 们 定义 [ril[rz] = [ri* 72]， 

弧 的 逆 + 定义 为 7r (DD) 二 7r(1 一 2), t+€ [0,1], 

弧 的 逆 具 有 性 质 : 如 果 zi 心 r;， 则 r7? 心 r 让 。 因 为 如 果 r 
到 ” 的 形变 为 rQt,w)， 则 存在 rr! 到 ri! 的 形变 rz, w) 一 
r(1— 1, 1). 

根据 逆 的 性 质 ,我 们 定义 [7] 一 一 {r7]。 

同 伦 关系 在 连续 映照 下 不 变 . 设 克 和 到 ,为 两 个 曲面 , f: W -> 
Wi 为 连续 映照 ,对 于 WW 上 的 弧 7:10,1] 一 W, :一 r 扑 ,在 Wi 上 
对 应 有 一 弧 fr):[0, 1] >W， 定 义 为 4H>KXrGO)。 如 果 
ms 7 则 fr1) 关头 rD。 这 是 因为 ， 如 果 设 ri 到 ri 的 形变 为 
rlz,#)， 则 Kri) 到 fr1》 的 形变 可 定义 为 fr (4, 4))。 

明显 地 ,关系 式 

fri® ra) = fOr) £7;), (fr)) = fr ') 

成 立 ， 

现在 我 们 定义 曲面 基本 群 。 
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在 曲面 WW 上 取 定 点 po, 考虑 所 有 起 点 和 终点 在 po 的 闭 曲线 的 
同 伦 类 的 集 ， 按 上 面 定义 的 乘法 和 逆 ， 这 个 集成 为 群 ， 记 之 为 
x(W ,po)， 称 为 曲面 W 对 ps 的 基本 群 。x.《W , po) 的 元 素 是 起 
点 和 终点 在 po 的 闭 曲 线 + 的 同 伦 类 [r]， 单 位 元 素 是 同 伦 于 点 加 
《一 点 po 作成 的 曲线 ) 的 曲线 的 同 伦 类 ， 

对 于 曲面 玫 上 任意 两 点 Po 各 ， 有 x《W, 名) 兰 下， 入) 
即 曲面 WW 对 po 和 pi 的 基本 群 同 构 ， 

事实 上 ,根据 WW 的 弧 连 通 性 , 在 三 内 存在 连接 po 到 pi 的 弧 6， 
对 任 一 过 po 的 闭 曲 线 +、 对 应 有 一 过 pi 的 闭 曲 线 一 oa *。r， go， 
当 了 全 r 时 有 六 之 站， 因此, 我们 可 定义 zi(W, po) 到 mW， 
放 ) 的 一 个 对 应 [r+] 一 [ec 。 ro]。 这 个 对 应 保持 乘积 和 送 运 算 ， 
且 是 一 一 在 上 的 ,所 以 是 x《W , po) 到 x《W , pb) 的 同 构 。 对 于 
取 定 的 o, 我 们 有 表示 式 

x(W, pi) = a rm(W, po)o, 

由 于 对 任意 poe WW， 群 xz.(W，, po) 相互 同 构 , 因此 ， 在 同 构 
的 观点 下 ,把 所 有 x.《wW , fo) 看 作 同 一 个 群 , 记 为 x《(W)， 称 之 
为 曲面 W 的 基本 群 。 mi(W) 对 于 每 点 名 就 是 zi(W ，, po)。 

特别 地 ,如 果 基 本 群 a.CwW ) 一 1 (单位 元 素 ), 则 称 曲面 WW 为 
单 连通 的 。 这 就 是 说 , WW 是 单 连通 的 当 且 仅 当 过 po 点 的 所 有 闭 曲 


” 线 同 伦 于 点 po， 


最 后 ,我 们 再 说 明 一 点 ,基本 群 在 拓扑 映照 下 不 变 ， 

设 WW 和 Ww 是 两 个 曲面 ，f: 柬 , 一 到 :是 从 厂 到 到 | 的 一 个 连 
续 映 照 , 则 对 任意 pE WW，fCp) € W1。 了 于 诱导 一 个 同 态 fo: mW ， 
Pp) 一 wi(Wi, 1(p))， 使 得 对 于 Y[r] Exm《wW,P) 对 应 [f(r)]e 
x(Wi,f(p))。 进 一 步 , 如 果 f:W 一 Wi 是 拓扑 映照 , 则 fp:m(W， 
b) 一 (Pi f(p)) 是 同 构 。 这 就 是 说 ， 基 本 群 在 拓扑 映照 下 不 
变 , 即 同 胚 曲面 的 基本 群 同 构 。 


§4 单 值 性 定理 及 其 应 用 
定理 4.1。 设 (从, =) 是 WW 的 正则 覆盖 曲 面 ， 如 果 W 上 的 弧 
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ro zl ro 和 7 的 公共 起 点 为 4a， 终点 为 b, 3Ex (a), ?0 和 7 
分 别 是 ro。 和 ri 以 3 为 起 点 的 提升 ， 则 各 和 和 具有 公共 终点 》€ 
x (6b), 并 且 和 之 Pr。 

证 明 。 设 ro 到 7 的 形变 为 p(4 ww): [0, 1] X [0, 1] 一 WW， 
ls 0) = 700), p(ts 1) = 7 pO0, HW) = 0a, pl1,#) = 6b. 
对 任意 we [0,1]， 定义 弧 7。， 使 得 ro 一 p(1,w)， 根 据 覆 盖 
正则 性 ， 存 在 r。 的 以 4 为 起 点 的 提升 7,， 使 得 :> 7.(t)。 定义 
(4, w):[0, 1] X [0, 1] 一 形 , 使 得 (1,w) 一 ?Cz)。 明显 地 
gt Ww)) 一 p(1,w)， 我 们 还 要 证 明 $(1, x) 是 连连 映照 。 

我 们 断言 ,对 任何 固定 的 mw€ [0, 1], 存在 6 > 0， 使 得 %(1， 
x) 在 矩形 [0,1] X [ww 一 6, wo 十 6] 内 连续 ,事实 上 , 对 给 定 的 
Wo， 对 应 弧 fo:rak?) 一 plty tt0)， 及 7:7al?f) 一 当 (1, wn)， 使 
得 zxC$G; wo)) 一 pli4, zw) 这 时 ,对 ViE[0,11, 取 $(1,tw) 和 
9%(4， ww) 的 局 部 参数 邻 域 久 和 T,， 使 得 x| 久 :了 ,一 V 是 拓扑 
的 。 再 根据 pC1,w) 的 连续 性 , 对 于 点 (1, zw) ,存在 一 个 矩形 域 
人 Ai 一 (1 一 61,!1 十 1) X (一 5 十 3) 使 得 wp(A)CV,, 其 
中 5 和 8: 依赖 于 (*， we)。 所 有 这 样 的 A, 组 成 [0,1] Xx {wo} 的 开 
覆盖 ,由 有 限 覆 六 定理 ,存在 有 限 多 个 矩形 Au Al,*.…, A， 覆盖 
[0, 1] x {wo}。 相应 的 局 部 参数 邻 域 Fu 7， …，7。 覆 盖 rw， 
及 局 部 参数 邻 域 名 , 包 ,……，f#。 覆 盖 7,,， 使 得 p(Ai)CCVi， 
| 人 : 护 一 FEK0 委 ;有 生 z) 是 拓扑 了 映照。 进一步， 我 们 可 以 假定 
Ai 一 [04UX [wo 一 8, wo 十 8] (5 是 有 限 个 正 数 的 最 小 者 )， 


nn 一 0 大 二 1 ta 一 1I， 因 此，UU Ai 组 成 一 个 矩形 A 一 [0， 
i=0 : 


1] x [ww 一 65, to 十 6]。 现在, 我 们 证 明 (1, w) 在 A 内 连续 , 
首先 在 A 上 ， 对 于 任何 固定 的 x, ww 一 6 万 #* 声 十 6 使 
得 , 当 6 委 : 委 下 时 ,由 pC0,w) 一 a 及 钊 (0, w) 一 4， 根据 过 
# 点 的 提升 的 唯一 性 ，$(z, #) 一 (x1)71og(1,w)、 因 此 %(1， 
1) 在 An 内 连 练 。 其 次 若 虑 在 Al 上 , 令 外 (191) 一 (x 1) Tog(i， 
#)， 可 以 证 明 名 (1;w) 一 (1,w)， 这 是 因为 在 AnA 一 
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{a} X [mw -6, m+ 6] EF, Bla 4) 一 名 (ny tm) plu xz) 作 
为 以 * 为 参数 的 曲线 ,由 提升 的 唯一 性 ，g(44w) 过 $(z1, wo) 的 
提升 $C44,#) 一 前 (411, wu)。 在 Al1 上 ，gq(1,w) 作为 参数 :的 曲 
线 ， 由 提升 的 唯一 性 ， wp( zx) 过 $1, w) 一 (41,w) 的 提升 
(7, 4) 一 (1，#)， 因 此 (1, uw) 在 Ai 上 连续 , 且 在 AUAI 上 
连续 。 如 此 继续 ,我 们 便 可 证 明 $(1, w) 在 AUAIU'…UA。 一 
A 上 连续 ,这 就 证 明了 断言 的 正确 性 。 

根据 所 证 断言 ，$(:, x) 在 [0, 1] x [0, 1] 上 连续 。 特别 地 
凶 1, wx)》 是 在 [0, 1] 上 的 连续 函数 ， 但 是 $(1, WE xr (6), 而 
x 《8) 由 孤立 点 组 成 ， 因 此 $(1, w) 一 定 恒 等 于 某 个 点 26 
x (5)， 同 时 (1, w) 是 从 为 到 为 的 形变 。 定 理 证 完 。 

作为 单 值 性 定理 的 应 用 ,我 们 证 明 下 面 定理 . 

定理 42. 设 〈 帝 , x) 是 WW 的 正则 和 栈 盖 曲面 。 如 果 W 是 单 
连通 的 , 则 :益友 是 拓 盾 映照。 因此 形 也 是 单 连 通 的 ， 

证 明 ， 由 于 :这 一 到 是 局 部 拓扑 的 ， 要 证 明 = 是 拓扑 的 ， 
只 要 证 明 z 是 一 一 的 ， 

对 任意 poé W， 我 们 要 证 = 飞 名 ) 仅 由 一 点 组 成 。 反 证 之 ， 
如 果 存 在 两 点 扬 , 名 ec < 如), 反 关 训 ， 取 连接 向 和 后 的 曲线 
7， 7 为 7 的 投影 ,r+ 是 WW 上 的 以 po 为 起 点 和 终点 的 闭 曲线 。 由 于 
W 是 单 连通 的 ,因此 > ~ p。( 即 点 po 所 作成 的 曲线 ), 根 据 单 值 性 
定理 ,7? 心志, 所作 所 这 一 矛盾 说 明 < 加) 仅 由 一 点 组 成 , 定 
理 证 毕 。 

现在 证 明正 则 性 的 必要 条 件 ( 即 完成 定理 2.3 的 证 明 )， 

证 明 。 设 〈 少 , =) :是 丈 的 正则 覆盖 曲面 ， 对 于 任意 po€ WW， 
取信 为 以 po 为 心 的 局 部 参数 圆 ，A 是 < (A) 的 任 一 分 支 ,我 们 
要 证 明 x|A:A 一 和 是 拓扑 映照 事实 上 ， 这 时 (A, x|A) 是 
和 的 正则 覆盖 曲面 ,但 和 是 单 连通 的 , 因而 由 定理 4.2，x |A 是 拓 
扑 映 照 。 
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4 5 单 连通 Riemann 曲面 解析 开拓 的 
连贯 性 定理 


定理 5.1。 设 W 为 单 连通 Riemann 曲面 ，{Z。} 为 WW 的 一 个 
开 覆 盖 ， 其 中 UV。 是 W 上 的 域 ， 并 且 对 任意 VU。， 对 应 一 族 解析 函 
数 B。 一 {gs。}， 满 足 条 件 : 对 任意 0。 及 gs。€ 8B。， 如 果 Von 
Us 冯 WB， 则 对 Vp &€ Us 站 Up, 存在 ye&€ Bo， 使 得 在 b 的 邻 域内 
96 一 Pa ' 

在 上 述 条 件 下 ,W 上 存在 ( 单 值 ) 解 析 函 数 pg， 使 得 对 任意 U。， 
p10。€ Bs。， 此 外 ,如 果 给 定 一 个 Us 及 ps EB， 则 PP 由 p1UV。 = 
qa 唯一 确定 。 

证 明 ， 首 先 构造 W 的 一 个 覆盖 曲面 , 

考虑 所 有 序 对 (wp。, p)， 其 中 p EU。，qp。& $B。。 定 义 等 价 关 
系 ~ (eu Pi) ~ (pp Pz) 当 且 仅 当 pi 一 pf;， 且 在 pi 一 p; 的 邻 
域内 wo。 一 wp。 将 所 有 序 对 《qs, p》 进 行 等 价 分 类 ，(q。, Pp) 所 
在 的 等 价 类 记 为 [p。, p] ， 所 有 等 价 类 的 集 记 为 售 。 定 义 投影 映 
照 x: 诊 一 Ww 使 得 xz([w。, p1) 一 p。 现在 我 们 要 定义 从 的 拓 
扑 使 得 x 成 为 局 部 拓扑 映照 。 

对 任意 [wo, 如] 做 ， 定 义 邻 域 

PV 一 {[g。, Pp]:pEV， po V ,VCU。 是 开 集 }. 

这 样 , 内 成 为 拓扑 空间 ,并 且 侯 是 Hausdorff 空间 ， 事 实 上 , 对 
于 泌 上 任意 两 点 fp， 名] 关 [osy ps]， 当 pi 大 pz 时 ,存在 pi 的 
邻 城 了 CUV。，pi 的 邻 域 ViCUs， 使 得 VNV, 一 $8， 因此 [ov。， 
Pi] 和 [wo， pz] 存在 不 相交 的 令 域 了 一 {Ew pl: pe 和 
VP, = {[eey Ppl:p EVi}， 当 pi 一 p; 时 ,存在 如一 六 的 一 个 邻 域 
V, 使 得 在 了 内 we。 关 ps。 因此 [op 加] 和 [gsp, Pp:] 存在 不 相 
交 的 邻 域 这 一 {[oo, pl:p EV}, VP, = 人 [pe P],pEV}. BT 内 
是 Hausdorff 空间 。 | 

zt 是 局 部 拓扑 映照 。 这 是 因为 在 点 [ps, pf6] 的 邻 域 关 一 
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{ipspj:peEV, po EV ,VCU,) 内 ,是 一 一 的 , 即 王 把 领域 -- 一 
地 映 为 邻 域 ,于 是 | 多 :多 -> 了 是 拓扑 映照 ，r: 逆 一 到 是 局 部 
拓扑 映照 。 但 应 注意 ， 玉 不 一 定 是 连通 的 。 设 认 的 任 一 连通 分 
支 为 扬 ， 则 (人 V,, x) 是 歼 的 光滑 覆盖 曲面 。 

《向 , x) 是 W 的 正则 覆盖 曲面 。 我 们 要 证 明 ，、 对 W 上 的 任何 
弧 7:[0; 1 各 王 琅 ，t>rG)， 扣 二 7(0)， 及 x (po) 上 的 点 
[po 如] ， 总 存在 7 的 以 【go, po] 为 起 点 的 提升 7: [0,1] -> 诊 ,， 
7(0) = [po, pol, , 

对 任意 :6 [0,1]，r(9e Use {U。}， 由 有 限 覆 盖 定 理 ， 存 在 
有 限 多 个 域 0,, U,,.…, U。 覆盖 1, 对 应 地 存在 区 间 Ao,A,*…， 
A, 覆盖 [0,1], 使 得 rCAi)CUi(0 < i 志 ww)， 进 一 步 ， 我 们 假定 
Ai 一 [is fir] ,0 一 0, 4 过 lip tsti 一 1 现在 ,对 每 个 A;, 令 
fi:Ai 悦 WW，ri(?) 二 +r(1t)， 逐 段 提 升 ri。 由 于 po€ Us， go€ ， 
作 [wo, po] 的 邻 域 Db, 一 {[2o pl]:pE Uo}, 则 <|D,: DV,— U, 
是 拓扑 映照 ,因此 定义 知 : [ya] 一 殉 ,， FG) 一 (zoloro(pD， 
显然 (0) 一 [po Po]。 其 次 对 于 Al 一 [ti,t2]， 由 r(A) CU,, 
r(#) € UN U1， 根 据 定理 假设 ,存在 pe 和 ， 使 得 在 r(a) 的 邻 
域内 oo 一 oil， 即 [pos rl#)] = [qis r(i2)1, 取 [pu rn)l 的 
邻 域 六, 一 {[fpi Pl:PEUV1}， 定 义 %: [a 12] 一 请， (2) = 
《zori《z)， 则 有 和 (CD 一 和 (21)， 对 A …，A。 继续 作 下 
去 ,我 们 便 得 到 元 ,71，,""*， 7a， 使 得 $F [tis ti41] >y,, 和 (+ 一 
n(nD(0 过 i 和 #)， 定 义 ? 一 各 :各 … 各， 则 有 x (762)) 一 
rz)，7Ct) 即 是 7rQ) 的 以 【os fo] 为 起 点 的 提升 。 

(入 。 x ) 是 W 的 光滑 正则 覆盖 曲面 。 由 定理 1.1， = 诱导 一 
个 复 结构 使 秀成 为 Riemann 曲面 。 又 由 定理 4.2， 久 ,也 是 单 连 
通 Riemann 曲面 ， zx :Py > W 是 解析 上 映照 且 是 拓 扩 映照 ， 定义 
函数 pg:W 一 C， 对 pe 到， 对 应 唯一 的 ri(p) 一 [pos,p], 令 
gp (加 一 palP)， 则 在 Vs 内 FP 由 p10。 一 wo 难 一 确定 。 定理 证 
IC。 

由 这 定理 可 直接 得 到 单 连通 域 解析 开拓 的 一 个 定理 。 
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定理 5.2， 设 G 为 C 的 单 连通 域 ,ae G， 给 定 正则 函数 元 素 
(p(x)， a)， 如 果 (p(z)，a) 在 G 内 沿 任何 路 径 可 以 解析 开拓 , 则 
解析 开拓 后 ， 得 到 唯一 定义 于 G 内 的 解析 函数 f， 使 得 fo) 二 
(p， o)， 即 在 “的 邻 域内 f(z) 一 &(z). 


4$6 基本 群 的 子 群 与 履 盖 曲面 


本 节 我 们 只 讨论 光滑 正则 覆盖 曲面 ， 研 究 基本 群 的 子 群 与 稳 
盖 曲 面 的 关系 ， 

设 ( 歼 ,,z) 和 ( 户 ,, x,) 为 全 的 覆盖 曲面 , 如果 存在 映照 x2: 
珍 , 一 殉 ， 使 得 (py,, xa) 成 为 他 的 覆盖 曲面 ， 且 za 一 lozal， 
则 称 〈 闪 ,，z:) 强 于 (也 ，zr)。 如 果 ( 沉 ,，rz) 强 于 (入 ,ri)， 并 
且 (六 ， x) 强 于 ( 侈 ,, zx;)， 则 称 ( 偿 ;,，x2) 等 价 于 ( 户 ,, x1), 等 
价 的 覆盖 曲面 我 们 将 看 作 是 相间 的 ， 

设 (也 ,x) 是 瑟 的 覆盖 曲面 ， 取 定 pp EW 及 页 Epo)， 
设 > 是 以 po 为 端点 的 闭 曲 线 ,? 为 过 负 的 提升 ,根据 单 值 输 定理 ， 
如 果 rm 和 r 则 有 入 宇多 ， 这 就 指出 和 因 同 时 是 闭 的 或 非 闭 
的 曲线 , * 的 同 伦 类 提升 为 ?的 同 伦 类 , 

设 

了 一 {[r]e rxCW, po): 7 以 后 为 起 点 的 提升 是 闭 曲 线 }. 
明显 地 ,了 是 x1(W, po) 的 子 群 , 它 依赖 于 加 € x“1(po)。 

设 负 ex-(p)， 同 样 定义 子 群 D1,， 讨 论 D 和 Di 的 关系 ,在 
这 上 取 连 接 扣 到 二 的 弧 5,6 的 投影 x《9) 一 o 是 以 po 为 端点 的 
闭 曲线 ， 对 于 [r]e D， 按 定义 不 难 验 证 [oT170] = [o]"![r] x 
[o] e D,， 反 之 ,对 二 [ri] € D,， 则 存在 [r】 = {el[ril][o}™!€ DD， 
使 得 [ri] 一 [oe] ![r][o]。 因 此 D, 是 与 D 共 罗 的 子 群 。 写 成 

D= [ol]'Dlol. 

反之 ， 对 于 每 一 个 与 忆 共 斩 的 子 群 D, 一 [o]"'D[e]， 设 所 是 6 
的 以 负 为 起 点 的 提升 的 终点 , 则 Di 是 对 于 所 所 定义 的 子 群 。 

定理 6.1。 xi( 形 , 扩 ) 关 了 D， 因 而 <( 凶 ) s D， 
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证 明 。 投 影 映照 = 诱导 zi;( 泌 ,入 ) 到 D 上 的 一 个 同 态 ,使 得 
x(7) 一 +,， 且 r 心 1!， 则 7? 的 提升 ?~ 1。 即 此 同 态 的 核 是 1， 
因此 zi( 珍 , 各 ) 兰 D， 

定理 6.2. 设 玉 V 为 曲面 , D 为 基本 群 m(W, po) 的 一 个 子 群 ， 
则 可 构造 下 的 一 个 正则 覆盖 曲面 (从 , x), 使 得 x:( 从 ) 关 D， 

证 明 。 考虑 W 上 所 有 的 以 po 为 起 点 ，p, 为 终点 的 弧 opop, 组 
成 的 集 Q， 在 8Q 上 定义 等 价 关 系 ~, 使 得 Gpop Opp > Pi ps 
且 cpp oi,€ D (这 里 [r] ED, 简 单 地 用 + 表示 [r])， 应 用 这 
一 等 价 关 系 ~~， 对 中 的 co 进行 分 类 ，op,。， 所 在 的 等 价 类 用 
[cu ] 表示 , 令 

B= {$= [oo] :os € 0). 
定义 自然 投影 映照 x: 访 一 所 ，xz([ob,p]) 一 p， 我 们 首先 要 在 
衣 上 引入 邻 域 系 使 得 多 成 为 曲面 ， 

对 任何 上 一 [op。p] € 珍 及 任何 以 如 为 心 的 局 部 参数 圆 A,， 
定义 

As 一 [opp* 9p4]:9《 A,，op4 是 人 ,内 连接 ?到 9 的 弧 } 为 
上 的 邻 域 ， 由 于 和 ,是 参数 圆 ,连接 P 到 4 的 弧 相 互 同 伦 , [oy pap] 
由 点 gq € A。 唯 一 确定 ,与 所 取 gp4 无关, 因此 x |As:Ap 一 A, 是 
一 一 映照 

以 所 有 的 邻 域 As 组 成 疹 的 邻 域 系 ,定义 多 的 拓扑 ,使 凶 成 
为 拓扑 空间 ， 由 于 * 把 邻 域 一 一 地 映 为 环 的 局 部 参数 圆 邻 域 ， 因 
此 是 局 部 拓扑 映照 ， 即 x |As:Ap -> A。 是 拓扑 映照 。 设 对 于 
W , 人 的 局 部 参数 映照 为 z,， 则 对 于 户 , 定义 As 的 局 部 参数 映 
照 为 zsolx |As)。 这 样 依 成 为 一 个 曲面 , 且 ( 形 , x〉 是 WW 的 光 
滑 覆 盖 曲 面 ,但 这 里 还 要 验证 形 的 Hausdorff 性 及 连通 性 ， 

从 是 Hausdorff 的 。 这 是 因为 如 果 负 天 名 扣 二 [os]， 
所 一 [gpop,]， 当 pi 关 pi 时 ， 存在 A， 和 人 A,, 使 得 A, 门 A 一 
% ,因此 对 应 的 Aj, 几 As, 一 BB， 如 果 pp 二 ps 一 p， 则 取 A 一 A, 一 
An， 这 时 不 难 验证 对 应 的 As, 站 As, = BW， 因此 分 离 性 公理 成 
3 | 
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访 是 弧 连 通 的 。 设 加 一 [con1，cww 是 由 点 ps 组 成 的 缴 ， 
对 YP 二 [opp] EP, 没 gpp:{0, 1] 一 Wi-> or), 对 -Vr € 
[0,1]， 令 ve:[0:7] > W, cr) 一 ca， 加 一 [cl ， 则 z 一 [cz] 
定义 聊 上 过 接 负 到 忘 的 弧 。 这 说 明 涂 的 弧 连 通 性 。 

〈 溺 , x) 是 WW 的 正则 覆盖 。 因为 对 任意 p 《万 ， 取 以 ?为 心 
的 局 部 参数 贺 A,， 根 据 从 的 邻 域 系 的 定义 知道 ， 对 任意 BE W， 
一 [opp]， 都 存在 邻 域 Ar， 使 得 x |As:As > 人, 是 拓扑 的 。 因 
此 由 正则 性 的 充分 条 件 ( 定 理 2.3)，( 侯 ,，z) 是 正则 覆盖 曲面 。 

最 后 证 明 xi( 窗 , 各) 兰 D， 我 们 要 证 明 ，[o] € 了 当 且 仅 当 
g 的 以 加 二 [op,p,] 为 起 点 的 提升 是 闭 曲 线 ， 设 o:10, 1] 一代 
是 闭 曲 线 ，: 一 of)，o(0) 一 pp。 上 面 我 们 已 经 知道 9 过 所 二 
[ec ，,] 的 提升 5:10,1] 一 也 定义 为 57) 一 [ot]， 起 点 为 加 
[pp,]， 终 点 为 向 一 [o]，6 是 闭 的 当 且 仅 当 名 = [cl]， 即 
[poc-4eD，[cle D。 最 后 由 同 构 定 理 6.1 ,xx( 珍 , 和) 兰 D， 定 
理 证 完 。 

存在 两 个 特殊 的 覆盖 曲面 , 当 D 一 (了 太 , 加) 时 ,对 应 的 歼 
盖 曲 面 ( 沉 ，z ) 与 W 同 胚 ,因为 仅 当 pi 一 pi 时 cu ~ opp,， 内 
而 x: 多 一 瑟 是 一 一 的 ,是 一 个 同 胚 ， 

当 九 = 1 时 ,这 时 对 应 的 覆盖 曲面 称 为 本 的 万 有 材 音 曲面 , 记 
为 《成 , x) 或 钞 ， 这 时 xi( 户 ) 一 D 一 1， 这 定理 说 明 万 有 覆盖 
曲面 一 定 存在 , 且 是 单 连 通 的 ， 

村 的 万 有 覆盖 曲面 一 定 存在 , 且 是 最 强 的 覆盖 曲面 。 


$7 覆盖 变换 群 


定义 ， 设 〈 光 ,= ) 为 矿 的 正则 覆盖 邮 面 ， 涂 到 自身 的 同 证 
Pp» 如 果 满 足 
To0 La 
则 称 9 为 佬 覆盖 殉 的 覆盖 变换 。 简 称 为 覆 闲 变换 。 依 定义 ,覆盖 
变换 把 x-'(p) 的 点 变 为 = 站 的 点 ， 
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特别 地 , 当 俏 和 WW 是 黎 曼 曲面 时 ，『 一 定 是 珍 的 共 形 自 映 照 ， 
因为 这 时 < 是 局 部 一 一 的 解析 映照 , 对 任意 p EW, 名 《x1(p)， 
二 一 p( 和 名)e x -1(p), 存在 Pp, 抽 和 名 的 局 部 参数 邻 域 V,, Vs, 和 
yz ， 使 得 x 1V5 :Vp 一 V,，x1V5,:Vs, 一 V。 是 拓扑 映照 ， 设 
V ,的 局 部 参数 映照 为 2,， 则 Vp, 和 Ta 的 局 部 参数 映照 为 Zo 
(xlVs) 和 2Z5o《z1|Vs,)， 因 此 ?在 局 部 参数 下 有 

[Zpo(x |V5,))opolZ,o Cx)V5)] = Zporopor 'oZp! = Ly, 

这 就 表示 是 解析 的 。 

定理 7.1。 覆盖 变换 如 果 不 是 恒 等 变换 , 则 没有 不 动 点 。 

征明。 设 9? 是 覆盖 变换 ， 对 任意 po EW， pb, PE nr (po)， 
甸 一 p( 思 )， 则 存在 局 部 参数 邻 域 了 , ,Vs 和 V5,， 使 得 x |Vs: 
Vs ->V。 和 plV5 :Vs 一 V5 是 拓扑 映照 ,由 于 xop 一 x 知 
道 z1V5s,: V5, 一 了 ,也 是 拓扑 映照 。 因此 当 名 一 名 时 Vs 一 
Vs,， 且 在 V5 内 gp( 和 一 当 色 声色 有 时, 我 们 可 取 V5, Vs, 使 
得 Vs NVi, 一 $B， 因此 在 Vs, 内 g(P) < 据 此 设 

多 一 {S€ VW:p($) = ), 

则 侯 , 和 席 一 从, 都 是 开 集 。 根 据 形 的 连通 性 ,如 果 存 在 和 He 秘 ， 
使 得 p( 扣 ) 二 扣 ， 则 形 , < 人 ， 于 是 和 一 人 了， 即 ? 是 恒 等 变 
换 。 否则 对 任意 EeE 辽 ，p (2) <$， 即 Pp 没有 不 动 点 。 定理 证 
IC。 

推论 ， 设 名 ,多 Ez- Lp)， 则 满足 p( 负 ) 一 多 的 覆盖 变换 是 
唯一 的 . 

附注 、 设 ( 形 , x》 是 W 的 正则 覆盖 曲面 ， 则 对 任意 po€ W 
及 任意 的 $e x-'(p,)， 一定 存在 名 和 六 的 局 部 参数 圆 Au 和 人 A5， 
使 得 x1As:As5 > A, 是 拓扑 的 。 我 们 还 可 假定 ， 对 固定 的 名 
xz 加 )， 设 覆盖 变换 9 满足 方 一 pC 所)， 则 wp|1Ap:Ap -> AF 是 
拓扑 映照 . 

现在 讨论 覆盖 变换 群 ， 

定义 。( 沉 , <) 覆盖 灰 的 所 有 覆盖 变换 ?组 成 的 乘法 群 称 为 

覆盖 变换 群 ,我 们 用 了 表示 ; 
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FT 一 {fo:9 是 证 的 自 同 是 ，roeo 一 x} 

这 里 ,乘法 由 复合 肌 照 定义 ，gp1* pi 一 p10o82; 首 由 逆 丘 照 定义 ， 
如 2 5 单位 元 素 是 恒 等 映照 。 

前 面 , 我 们 定义 了 zi《W , po) 的 子 群 D， 并 证 明 D 关 i《 诊 ， 
训 )， 下 面 讨论 D 和 T 的 关系 。 

定理 7.2. T 实 N(D)/D, 其 中 N(D) 是 DD 的 正规 化 群 ， 

证 明 。 按 定义 

N(D)= {gE€ ri(W, fp0):D = gDe™'}, 

N(D) 是 xx((W, po) 的 子 群 ，D 是 NC(D) 的 正规 子 群 ， 因 为 对 
Vg ENC(D) 总 有 gDg 一 卫 ， 

定义 商 群 NC(D)/D。 对 N(D) 的 元 素 定义 等 价 关系 : 2& ~ 
号 <>8 gi1E《 D, 将 NCD) 的 元 素 分 为 等 价 类 ，8 所 在 的 等 价 
类 记 为 [8], 定义 商 群 
、 NCD)/D = {lgl:g € NC(D)}, 
其 中 乘法 定义 为 [gi [8z] 一 [81*82]， 逆 定义 为 [gl] "二 [8 ']、 
定义 是 合理 的 ， 这 是 因为 如 果 gi ~ gj ，8; ~ B&， 则 有 gi* 8; 六 
41， 妈 ，&1! ~ 8 "这 里 还 须 注意 的 是 单位 元 素 [1] 一 D. 

现在 证 明 NCD)/D 实 T。 考虑 以 Po 为 端点 的 闭 曲线 +, 使 得 
[r]e NCD)。 固定 点 加 Ex "(po)， 对 于 7? 作 覆 盖 变 换 p, 如 下 : 
对 任意 多 e 久 ， 用 绑 65。5 连接 所 到 $8, 令 crop 一 x(6565); 然后 
以 所 为 起 点 提升 rcrp 为 8， 令 75 的 终点 为 or 办 。 则 pp, 是 覆 
盖 变 换 。 

首先 ，q,(P) 与 连接 加 到 方 的 6565 无 关 。 事实 上， 如果 
jp 为 连接 扣 到 六 的 另 一 弧 ， 回 忆 D 的 定义 知道 ， 设 core 一 
x(6p5,)， 应 有 [opp* 0p6p] € D, 因而 [royp,p* or ED，,raop 
ooor 1 以 后 为 起 点 的 提升 是 闭 曲 线 , 根 据 提升 的 唯一 性 ，rop。p 和 
ro 以 后 为 起 点 的 提升 具有 相同 的 终点 ,因此 对 任意 多 e 访 ， 对 
应 唯一 确定 的 p.()， 同 时 还 知道 ，p; 是 一 一 在 上 的 局 部 拓扑 变 
换 。 因 此 是 依 的 自 同 肽 ， 并 且 rewr 一 ~*， 即 p, 是 覆盖 变换 , 

特别 地 ,在 覆盖 变换 下 ， 点 如 对 应 于 7 的 以 负 为 起 点 的 提升 
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7 的 终点 7(1)， 根 据 定理 7.1 的 推论 ,gp 由 pi(1o) 一 ?C1) 唯一 
确定 ,因而 ,我 们 不 难得 到 wp ,一 pi.o9t,，91-'1 一 p7!， 这 样 我 
们 得 到 NCD) 到 工 的 一 个 对 应 ; [r] 一 p,， 它 是 一 个 同 杰 , 同 态 
的 核 是 D， 因 为 当 且 仅 当 [r]e 时 ,7 以 后 为 起 点 的 提升 ?的 
终点 7(1) 一 负 ， 即 w, 是 恒 等 映 照 。 同 态 的 象 是 F， 这 是 因为 对 
Vw ET， 设 p( 所 ) 一 向 ，? 是 连接 后 到 加 的 曲线 的 投影 , 则 rE 
N(D)。 实际 上 对 co€ D，ror“!€ 也 ， 我 们 证 明 yp, 一 wo 事实 上 
opr(p) 等 于 +r， Gp,p, 以 所 为 起 点 的 提升 76pz 的 终点 名， 因此 
由 唯一 性 ，w, 一 p。 这样 一 来 ,我 们 便 有 Ts NC(D)/D， 定 理 证 
毕 ， 

附注 。x-1(p) 上 的 点 和 了 及 NCD)/D 的 元 素 是 一 一 对 应 的 . 
但 现在 还 不 知道 是 否 由 可 数 多 个 点 组 成 ， 

特别 , 当 (还, x) 是 夺 的 万 有 覆盖 曲面 时 ， 对 应 的 了 称 为 万 
有 材 兽 变换 群 ,根据 这 一 定理 ,注意 到 这 时 D 一 {1}， 即 仅 由 单位 
元 素 组 成 ,我 们 有 NCD) 一 ri(po W) 与 了 兰 ri(py 到 )。 这 就 
是 说 曲面 W 的 万 有 覆盖 变换 群 与 基本 群 同 构 。 


e 47。 


第 四 章 ”微分 形式 与 积分 


$1 微分 形式 


设 W 为 Riemann 有 曲面 ,WW 上 的 0- 形式 f 是 指定 义 于 W 上 的 
一 个 连续 函数 f(p)， 
W 上 的 1 微分 形式 ,或 称 1- 形 式 ， 是 指定 义 在 WH 上 的 菜 种 形 
式 的 量 ws o 在 局 部 参数 邻 域内 ,在 局 部 参数 z 一 x 十 iy 下 ,可 表 
示 为 
w= plz)dxt g(x)dy, 
其 中 p(x) 和 9(s) 为 局 部 参数 z 的 ( 复 值 ) 连 续 函数 。 并 且 这 形式 
的 表示 在 局 部 参数 变换 下 不 变 , 即 在 另 一 局 部 参数 名 一 ?十 地 下 ， 
w = BCE)dF + HF), 
设 局 部 参数 变换 为 * 一 C8)， 则 有 
PCS) = pCz(&)) 六 十 4(z(2)) 27 ， 
x Ox 


2) — pC2(2)) SE + gal2)) 2, 
7 Oy 

1- 形 式 称 为 C: 形式 , 如果 在 局 部 参数 z 下 ，p C2) 和 4(z) 是 
C: 函数 ， 显 然 5! 性 质 在 局 部 参数 变换 下 不 变 ， 类 似 地 可 定义 C 
形式 等 

W 上 的 2- 微分 形式 ,或 称 2- 形 式 ， 是 指定 义 在 W 上 的 某 种 形 
式 的 量 0， 9 在 点 的 局 部 参数 争 域 内 ,在 参数 = 一 + 十 iy 下 ,可 
表示 为 

0 = f(z)drdy, 

其 中 f() 为 局 部 参数 > 的 连续 函数 ， 并 且 这 种 表示 形式 在 局 部 
参数 变换 下 不 变 , 即 在 局 部 参数 一 和 十 说 下 
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0 一 /7(5)d2dy。 
如 果 局 部 参数 变换 为 z 一 zx(2)， 则 


SY oe > DCx， y) 
1(3) = f(z(¥)) PER 
其 中 5 的 是 变换 的 Jacobi 行列 式 。 由 于 “一 x(2 为 一 一 
解析 的 ,我 们 有 
DCz，7y) oo dz 2 
Oz, 7) lag!” 


2- 形 式 称 为 C' 形式 ,如 果 fz) 是 对 局 部 参数 z 一 * 士 纱 的 
C: 通 数 。 . 
微分 形式 的 外 积 。 现在 引信 外 和 钱 和 人。 记 2- 形 式 定 义 中 的 
drxdy 一 dx 八 dy，dzdz 一 dz 作 dz， 这 里 zz 一 + 十 1y 为 局 部 参数 ， 
dz = dx + idy, dz# = dx — idy, 

一 个 -形式 和 -形式 的 外 积 ， 当 太 十 * 筷 2 时 是 (4 十 #)- 
形式 , 当 六 十 之 2 时 恒 等 于 零 ， 具 体 规定 如 下 。 

0- 形 式 1 和 & 的 外 积 fAg 一 f° g, BVp€w, (A)(p)=. 
1(p) » glp). 

0- 形 式 f 和 1- 形 式 w = pdx 十 qdy 的 外 积 定 义 为 ; 

f\w~ fo— fpdr t+ gdy) ~ fpdr + fqdy, 
0- 形 式 f 和 2- 形 式 0 = g(x)dx 人 dy 的 外 积 定义 为 : 
IN2 =10 = fgdrhMdy. 
1- 有 形式 和 1- 形式 的 外 积 定义 如 下 。 首 先 定义 
drhdy = —adyAdr, drNdr = dyNdy = 0, 

规定 外 乘 对 加 法 分 配 律 成 立 。 设 w= pidz 十 qdy， ww 二 
padx 十 92dy， 按 定义 
oh ww 一 Cpidx 十 dady) 人 《pzdx 十 qzdy) 

= pipxdx Nadx 十 fiqudx Mdy + qiprdy 人 dx 
+ gigzdy MN\ dy 
w= 《pg: 一 p91)4dx Ndy, 
+ 49. 


容易 验证 ，(jg 一 fq1)dx 人 dy 是 WW 上 的 2- 形 式 。 
微分 形式 的 复 形 表示 
1- 形 式 可 表示 为 
m= p(s)dr + g(a)dy = u(s)dz + v(z)dz, 
其 中 


“Cp ig), "一 了 (二 19)， 


2- 形 式 8 一 f(x)dxrdy 可 表示 为 
Q = pg(z)dzdz, 


其 中 
dz dz = —2idx* dy, ‘8(2) = (—21) 1(2) = fa), 


微分 算 子 4 
d 在 局 部 参数 : 一 * 十 iy 下 ,形式 地 可 表示 为 


9 0 
d= 0 drt+ Ody, 
Ox ” Dy 7 


0- 形 式 的 微分 定义 为 


Of of 
= ~ drt -dd 。 
df x y 


df 是 1- 微 分 形式 。 
1- 形 式 w 的 微分 定义 为 


0 0 
CC 0 d 
dw (有 dx 十 可 dy )A pdr + gdy) 


(¥ 3 ) sh dy 


dw 是 W 上 的 2- 形 式 。 
2- 形 式 8 的 微分 定义 为 4 一 0。 
容易 验证 必 一 dod 一 0， 及 外 积 的 微分 公式 : 
dfo) = (df) Mw + fdw, 
其 中 了 是 0- 形式 ,是 1- 形式。 根据 定义 及 这 公式 我 们 有 
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do w= dlpdx + qdy) = dpdx) + dlgdy) 
= dpM dx + dgMdy, 
的 复 形 表示 
对 于 局 部 参数 = 一 * 十 汶 ， 形式 地 引信 算 子 : 
8 一 -jz， 瑟 一 .0.j5， 
Oz "03 
则 4 一 9 十 下 其 中 


9 _ 总 一 工 (总 忆 ) 
Bs Bx ‘By/’ 32 2 tay 


df = (0 + Df— Of+ Of~ Lo 
对 于 1- 形式 wo nds + yds 
do = (0 + 06)(udz + vdz) 
= OuAdz+ OvN\di t+ Bu\dz t+ OvAds 


Ov 党 ) 
w= | -一 一 ad dz 
(2 一 Oz A 


特别 , f 是 解析 函数 , 当 且 仅 当 站 一 0 或 写成 下 一 0。 


共 罗 算 子 # 
我 们 限于 1- 形式 w。 设 在 局 部 参数 z2x 十 iy. 下 ,w 一 pdx 十 
qdy， 定 义 
*w = —qgdx 十 pdy. 
**w 是 1- 微 分 形式 。 因 为 如 果 S$ 一 * 十 这 为 另 一 局 部 参数 ， 局 
部 参数 变换 为 z 一 zx(2])， 则 ww 一 pdr 十 4d》， 这 时 
*w = —4dx + pdy. 
we 是 1- 形 式 , 按 定义 我 们 有 
Ox Oy 3 Ox Oy 


= 一 一 十 一 9 一 二 十 . 
; P 3 137 ?8 M3 


特别 注意 到 * 一 zx(3) 是 解析 的 ,我 们 有 


oe Sl. 


一 一 一 一 和 和 -一 一 - 
Bi 67’ 035 ER 
代 人 上 式 后 ,得 到 _ 1 四 
~ Oz Oy ~ Bx OY 
om 0) or 0 方 一 (一 0 t+ po 
4 一 人 Da trars ( 2) 35 P63 


按 定 义 ，¥ ww 是 1- 微 分 形式 。*w 称 为 上 的 共 力 微分 形式 。 
在 复 表示 下 ， Ww ™— udz + vdz, 由 定义 推出 


*w= —i(udz 一 ydz), 


* 是 线性 的 , 即 | 
* (oi 十 oo) :一 来 0 十 炒 C? 


米 (Jo 一 j#c， 了 是 0- 形 式 。 


算 子 *d 
在 局 部 参数 z 一 x 十 iy 下 ,*d 的 形式 为 
.6 3 
*d 3 dx 十 dy, 


对 C! 的 0- 形式 f， 定 义 
0 Of ,= 
(x* ad) 5y dx 十 Be dy = *(df), 
也 可 以 写成 (* df 一 *(df) = * df 而 与 括号 无 关 。 
对 C! 的 1- 形式 w == pdr 十 qdy， 定 义 


*do ~ ( 0 dx 十 之 dy ) pdr + gdy) 


oy Bx 

Op 2 ) 
~ {0+ 909) grAdy, 
(2 By) 人 


洲 duo 是 2- 形 式 . 但 是 
d#o— (2drt Edy) gd + pdy) 
Ox Oy 
(名 + hwy 
(¥ t Oy *Ady 
因此 ,对 1- 形式 wo， 来 如 一 一 4 来 o。 
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定义 A 一 dkd， 对 全 的 函数 f， 


Af 一 ddf = (Sh+ SE) dhdy, 


A 称 为 Laplace 算 子 . 
函数 f 是 调和 的 ,如 果 f€C’,Af 一 0。 


公 可 以 写成 形式 
0! 
A 一 (总 区 ) Ad 
在 复 形 式 下 ， 
i cz 一 (ra 
d Be + dz, *d i( 之 dz 53 0 


和 在 复 形式 下 为 A 一 27 一 odzAdz. 
Dz。Dz 


$2 微分 形式 的 积分 


1- 微 分 形式 中 沿 逐 段 光滑 曲线 7 的 积分 

设 7Y:[0,1 一 到 ,46[0, 1]，:F>7YG)。 首 先 设 了 7 整个 在 
W 上 的 一 个 参数 圆 内 , 设 z 一 * 十 iy 为 局 部 参数 ，7(z) 一 z(t) 一 
XD 十 iy(D), w 一 p(z)dx 十 9(z)dy。 定义 


和 
一 -一 Jd. 
| 机 | (> drt tg a ” 


由 于 1- 形 式 % 经 局 部 参数 变换 后 形式 不 变 , 因此 当 * 变 为 另 一 局 
部 参数 时 积分 值 不 变 ,定义 是 合理 的 。 

一 般 情况 下 ,由 2 是 W 上 的 紧 集 ,分 割 10,1], 对 应 地 把 ? 分割 
为 弧 段 ,使 p= De 3 "Vy 且 其 中 每 一 段 vi(l <i 过 1) 整 
个 地 落 在 某 一 参数 圆 内 , 定义 


| oe 


Li 


容易 证 明 , 积 分 值 与 分 割 无 关 , 定 义 是 合理 的 ， 
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单位 分 解 与 2- 形式 的 积分 

单位 分 解 。 设 Vs 为 W 上 的 一 个 参数 圆 ， po € 了 了。， Z zalp) 
为 局 部 参数 ，zoCVs) 一 {|z| < rr > 1，z(po) 一 0。 设 V.C 
Vo，zo《V。) 一 {|z| < 1}， 定 义 函 数 
ea， PEV,. 


0， p EV,, 


ga za(p)) 一 


&oo2s 是 WW 上 的 C” 函 数 ， 

设 G 为 WW 上 相对 紧 域 ， 即 G 为 域 且 6 在 W 上 是 紧 的 。 对 于 
G， 由 有 限 覆 盖 定 理 , 存 在 有 限 个 参数 圆 了 ,7:，…，, 了 。， 使 GC 
UVi。 对 于 VV; 作 函数 4(xi(p))，1 < i < w， 再 作 函 数 


giCzitp)) 


ci(p) 一 。 
2 giCzi(p)) 


则 函数 {e;(z)} 具有 下 列 性 质 : 

1) ei(p) > 0, p EV,; 

2) ei(p) = 0, pVi; 

3) Dy eilp) 一 1，VpEG; 

4) «i; 在 包含 的 域内 是 C” 的 函数 。 
函数 组 {e;(p)}》 称 为 G 对 于 {TV;} 的 单位 分 解 。 

现在 定义 2- 微 分 形式 的 积分 , 

设 9 为 2- 形式，G 为 丈 上 的 相对 紧 域 ， 假 设 C 整 个 在 一 个 参 
数 贺 内 ,局 部 参数 为 z，Q 一 f(z)dx 八 dy， 定 义 

(fo = (fiarey, 


G 


根据 2- 有 形式 的 定义 , 这 积分 与 局 部 参数 z 无 关 ， 定 义 是 合理 
的 ， 
一 般 情况 下 , 取 C 的 单位 分 解 {1}， 定 义 


本 


e 54. 


因为 9。“ 在 对 应 参数 贺 六 外 等 于 零 ， 


凡生 


NYi 
已 有 定义 。 但 这 里 必须 证 明定 义 的 合理 性 ， 即 积分 与 所 作 单位 分 
解 无 关 ， 这 是 显然 的 。 事 实 上 , 设 {e1} 为 @ 的 另 一 单位 分 解 ， 则 


$ 3 Stokes 公式 及 其 应 用 


Stokes 公式 。 设 6G 为 上 相对 紧 域 ,G6 的 边界 9G 由 有 限 多 
条 逐 段 解析 曲线 组 成 ,w% 是 C! 的 1- 微分 形式 , 则 有 


入- 


其 中 6G 的 方向 为 使 点 沿 这 方向 移动 时 G 在 6C 的 左边 ， 

证 明 。 我 们 只 要 证 明 6G 是 解析 曲线 的 情况 。 作 避 的 参数 
圆 覆 盖 。 当 pp 《 G 时 取 以 ?为 心 的 参数 贺 VCG。 当 p& 0G 时， 
取 以 ?为 心 的 参数 贺 了 ， 这 时 设 局 部 参数 映照 为 z，z(7) = 
{jz| 和 二 使 GnF 映 为 [一 1,1]。 由 于 66 是 解析 曲线 ， 这 
是 容易 做 到 的 。 现在, 选取 有 限 多 个 这 样 的 参数 圆 {V1}, 使 GC 


U Vi, 并 作对 应 的 单位 分 解 {ci}。 由 于 在 G 上 ， 2 ei(p)=1, 
我 们 有 
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-= | > Ci00 = | We 
BC 四 8 


其 中 ， 由 于 eiw 只 在 圆 或 半圆 内 积分 ， 我 们 可 以 应 用 平面 域 的 
Stokes 公式 即 格林 公式 。 
分 部 积分 公式 


elfen 


其 中 是 C'!' 的 函数 . 

证 明 ， 根据 d(fw) 一 df 人 w 十 fdw 以 fw 代 Stokes 公式 中 
的 w， 即 可 得 此 公式 。 

设 w,v 为 C? 函 数 ， 以 wm 一 *du, f 一 vz 代 人 上 面 公式 , 注 
意 到 A 一 4#d， 得 到 
(23 一 | vy*duC— | dv MN\ * du, 


G 


变换 w, ”得 到 
人 AV 一 [ua 一 人 ww * dv, 


Go 


这 两 式 相 减 ,注意 这 两 式 右边 第 二 积分 相等 ,我 们 得 到 公式 


ee 一 uAv) 一 | (vk*du— ww* dv), 
当 zx 是 调和 函数 时 ， Ax = 0, 取 ” 一 1 便 有 公式 
| *du = 0, 
ac 


4 是 调和 函数 ， 整 体 上 * 的 调和 闪 罗 是 不 一 定 存在 的 ， 但 在 
局 部 参数 圆 内 , * 的 调和 共 轿 总 是 存在 的 ,我 们 记 之 为 w*, 我 们 有 
米 d 一 du*。， 因 此 
| ai 一 
设 7 为 局 部 参数 圆 ，* 一 x 十 iy 为 局 部 参数 ， 则 在 局 部 参数 
z 一 X 十 雹 下 ，686G 在 了 内 部 分 的 弧 7Y， 由 7(o = xG@) 十 17@) 
定义 ，:< [0;1]。 在 了 内 设 dS 一 VCdrj 十 (dy) 一 |dz| ,因此 


ss 56 。 ~ 


-oo 


用 局 部 参数 表示 5C 时 我 们 有 


~{[ (Ou Ou J | du 1e。 
人 du | (2 dx 十 By 让) 0 75 dS; 


On Ow du 
(人 + 全 二 -| 名 
| * 86 Oy + Ox ac dz 


其 中 全 为 8G 的 内 法 向 导数 ， 法 向 # 指向 9G 的 左边 ， 这 时 上 
面 的 公式 可 写成 


(few 一 #Ao) 一 一 人 ( 2 一 2 时 ds, 


当 是 调和 玖 数 时 
du 


| 一 一 4 一 0， 
ac dn 


$4 调和 微分 与 全 纯 微 分 


我 们 主要 讨论 的 是 1- 微 分 形式 ,通常 称 之 为 微分 。 

微分 w 称 为 闭 的 ,如 果 w 是 C!' 的 , 且 do 一 0， 微 分。 称 为 是 
上 闭 的 ,如 果 w 是 C' 的 是 *dw = 0, 

因为 *dw 一 一 dw 一 0， 史 是 上 闭 的 当 且 仅 当 冰 w 是 闭 的 . 

微分 w 称 为 正 合 的 ， 如 果 丈 上 存在 C” 的 函数 户 使 得 w = 
df; 微分 % 称 为 上 正 合 的 ,如 果 存 在 W 上 的 C” 函数 j， 使 得 w 一 
*dfj，w 是 上 正 合 的 , 当 且 仅 当 *w 是 正 合 的 ， 

注意 ， 每 一 个 正 合 ( 上 正 合 ) 微 分 一 定 是 闭 的 《上 闭 的 )。 反 
之 不 一 定 成 立 ,但 对 于 每 一 闭 ( 上 闭 ) 的 微分 ， 局 部 地 在 参数 圆 内 ， 
总 存在 C? 的 函数 1 使 得 w 一 df(w 一 *df)。 因而 闭 ( 上 闭 ) 的 
微分 是 局 部 正 合 (上 正 合 ) 的 ， 

我 们 已 定义 过 ，W 上 的 函数 f 是 调和 的 ， 如 果 f 是 C 的 且 
Af = d* df = 0, 

微分 w 称 为 调和 的 ， 如 果 局 部 地 在 参数 邻 域内 有 中 一 df， 
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是 参数 邻 域 内 的 调和 函数 ， - 

命题 。 微 分 是 调和 的 ， 当 且 仅 当 dw 一 0 和 #* dw = 0， 即 
是 闭 的 又 是 上 闭 的 ， 

证 明 。 如 果品 是 调和 的 ， 则 局 部 地 w 一 df，f 是 调和 函数 。 
因此 ,dw = ddf 二 0, dw = 一 dx*w 一 一 d(*4d1) 一 0。 反之 ， 
如 果 dw 一 0， 则 局 部 出 中 一 adf, 又 0 二 x* dp 一 一 d*df = 人 Af， 
f 是 调和 的 , o 是 调和 微分 。 证 完 . 

微分 w 称 为 全 纯 的 ， 如 果 局 部 地 @ 一 df，f 是 全 纯 函 数 。 即 
在 局 部 参数 邻 域内 ,在 局 部 参数 z 下 

w= hl(z)dz, 
4(z) 是 全 纯 函 数 ， 

全 纯 微 分 一 定 是 调和 微分 。 

调和 微分 和 与 全 纯 微 分 的 相互 表示 。 

设 调和 微分 w = udz 十 vd3， 则 我 们 得 到 微分 wi = udz， 
wyVdz, 由 (4d = 0 + 6)， 


Ou Ov 一 
0 ) 3 人 Ea 3 


* dw 一 i(22 二 $e ) dA ds 一 0， 


得 到 3 一 0 到 一 0,4 和 了 是 全 纯 函数 ，m 一 nds， wor 一 Dd 
2 E43 
是 全 纯 微分 ， 因 此 我 们 得 到 唯一 的 表示 


w= + 0。 
定理 44.1。 微分 P 是 全 纯 的 , 当 且 仅 当 存在 一 调和 微分 。， 使 
p=w+i*w, 
和 证明。 如 果 o 了 调和, 则 
WW == (0 十 万， 
其 中 mo: 为 全 纯 微 分 。 于 是 
win + 16,, 


wt i*w = 0 
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是 爹 纯 微分 。 反 之 ,如 果 P 是 全 纯 微 分 , 则 FP 和香 是 调和 微分 ， 因 
而 - AS . . 


《D 


是 调和 的 , 且 有 
9 一 0 十 了 沙 00。 
定理 得 证 . 
推论 。 微 分 ? 是 全 纯 的 , 当 且 仅 当 9 是 闭 的 , 且 *e 一 一 ip。 
证 明 ,， 由 dp 一 0 及 #p 一 一 1 得 *dp 一 0,9 是 调和 的 ， 


又 一 器 十 区 和 2》， 所 以 是 全 统 的 ， 


现在 定义 亚 纯 微 分 , . 

1~ 微 分 形式 w 称 为 亚 缉 微分 ,如 果 在 局 部 参数 邻 域内 ,在 局 部 
参数 z 下 ，w 一 h(x)dz, h(z) 是 z 的 亚 纯 函数 ， 

对 于 WW 上 的 亚 纯 函数 fj， 取 ppt W 为 心 的 局 部 参数 圆 V,， 
局 部 参数 为 :一 2(p): V, 一 iz| 之 1，z(《po) 一 0， 则 在 了 w 
内 ， 


f(>) = > dz*, Gp < 0。 


当 上 > 0 时 , 称 f 在 记 具 有 堆 点 ,/ 称 为 零点 的 阶 。 当 /一 0 时， 
称 f 在 po 具有 极点 ,一 4 称 为 极点 的 阶 ， 零 点 与 极点 的 阶 与 局 部 
参数 z 的 选取 无 关 ， 

对 于 多 上 的 亚 纯 微 分 ， 取 pr& W 为 心 的 局 部 参数 圆 V,， 
局 部 参数 为 = 一 z(P): Fn 一 人 zl < 匡 ，z(p 一 0， 则 在 Vp 
内 : | 

(0 == (3 ov】 dz, an < 0, 


n= 


当 #>0 时 ， 称 几 在 具有 零点 ，4 称 为 零点 的 阶 。 当 w 上 <0 
时 , 称 @ 在 pr 具有 极点 一 上“ 称 为 极点 的 阶 , 这 时 系数 a, 称 为 微 
分 w% 在 加 点 的 留 数 , 记 为 ResCw, po)， 
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习 赴 ， 堆 点 的 阶 , 极 点 的 阶 及 留 数 ,对 局 部 参数 变换 不 变 ， 

下 面 我 们 推广 Cauchy 定理 及 留 数 定理 ， 设 6G 为 WW 上 的 相对 
紧 域 ，8G 由 有 限 条 逐 段 解析 曲线 组 成 。 全 纯 汞 数 及 微分 我 们 将 
定义 于 包含 6 在 内 部 的 一 个 域内 。 

定理 4.2 〈Cauchy 定理 )。 对 于 全 纯 微分 o， 总 有 


[en 
BC 


证 明 。 由 Stokes 公式 ,有 


[fe 


6 
因为 do 一 0。 证 完 ， 
定理 43 〈 留 数 定理 )。 设 w 为 亚 纯 微 分 , 在 G 的 边界 9G 
上 ， o 没 有 极点 。 设 w 在 G 内 的 极点 为 Pi, k=1,2,..*m, 则 
有 


人 w= 2xi > Res(w, Pi). 

证 明 。 对 于 1 二 下 委 m, 作 以 Pp. 为 中 心 的 参数 贺 Vi, 设 z 一 
z《P):Vi-> Di 一 {|z| 二 1} 为 局 部 参数 ，zCP4) 一 0， 则 在 V4 
内 

“— (5) ata" ) dz。 
n= 
取 9Vi 的 定向 ,使 Vi 在 9Vi 走向 的 左边 , 则 我 们 有 
| o 一 2xiat! 一 2xriRes(w, Pi). 
BA 
我 们 可 以 假定 9V,, 9V,,.…， 3V。 和 9G 两 两 不 相交 ， 由 上 面 
定理 4.2 (Chauchy 定理 ), 便 得 到 


| oD 
因此 _ 
[0= |, eo 2 Sl Res(o, Pa). 


k=1 /OVk k=1 


定理 证 完 ， 、 
定理 44。 如 果 @ 是 紧 Riemann 曲面 WW 上 的 亚 纯 微分 , 则 所 
有 极点 的 留 数 之 和 为 零 ， 
注意 到 这 时 6G 一 所，0G 一 8， 又 % 在 WW 上 只 有 有 限 个 极 
点 ,这 定理 便 由 留 数 定理 直接 得 到 ， 
关于 亚 纯 函 数 和 亚 纯 微 分 的 关系 ,应 该 注意 到 ,如 果 上 是 亚 纯 
疯 数 , 则 w 一 df 是 亚 纯 微 分 。 反 之 如 果 w 和 内 是 亚 纯 微 分 ， 则 
w/w 是 亚 纯 函 数 。 这 是 因为 ,对 于 pe W ,在 局 部 参数 z 一 z(p) 
下 ， 一 有 (zjdz，w 一 及 (z)dz， 在 局 部 参数 变 为 w 一 w(p) 
时 , oo 一 各 (w)dw, wo 一 有 (w)dw。 设 局 部 参数 变换 为 z 二 x《w)， 
这 时 
~ dz ~ dz 
hw) = hlz) Zw hw) = hlz) Fw 


-22 一 hs(z2) 一 hbCw) 
因此 ， CO1 hi(z) ACH 


这 就 是 说 ,对 任意 p€ WW， 对 应 唯一 确定 的 值 w/w,。 我 们 得 到 了 
定义 于 上 的 函数 w/w1， 在 局 部 参数 领域 内 等 于 hi(s)/h(s) 
是 亚 纯 的 ,因此 wz/w 是 亚 纯 函数 。 另 外 , 如果 了 是 亚 纯 限 数 ，w 
是 亚 纯 微 分 , 则 fw 是 亚 纯 微 分 ， 特 别 , 当 了 是 亚 纯 函 数 时 , 则 亚 纯 


微分 全- 称 为 对 数 微 分 ， 


定理 45 (对 数 留 数 定理 )， 设 f 为 亚 纯 函 数 , 在 域 G 的 边界 
8G 上 1 没有 零点 和 极点 , 则 


1 全 ~ 2xi(N 一 P)， 
其 中 N 为 在 G 内 的 所 有 零点 的 阶 之 和 ，P 为 1 在 G 内 所 有 极点 
的 阶 之 和 。 
证 明 。 对 数 微分 全 的 极点 ， 是 且 仅 是 了 的 零点 和 极点 。 设 


g 为 f 的 级 为 4 的 零点 , 以 ?为 心 的 局 部 参数 圆 为 Y,， z 为 局 部 
参数 ，z(qg) 一 0， 则 在 ye 内 ,在 局 部 参数 z 下 


。61。 


f= auz* 十 Gpiset! 十 .…. 。。， 。 

这 时 
af 
f 
4 在 4 的 留 数 为 零点 的 阶 sp。 当 了 是 1 的 阶 为 的 极点 时 ,在 参 
数 圆 了 , 内， z 为 局 部 参数 ，z(p) 一 0。 


f 一 至 十 -ea 十 ,十 和 十 oo 十 oz 十 
zt 一 ! 


一 t+ biz + bg? + .dz, 


这 时 
村 (Ett het ee ) ds 


因此 ， 竺 在 点 ?的 留 数 等 于 一 4 


由 留 数 定理 ,积分 |， 人 等 于 留 数 之 和 乘 上 2xi， 因 此 等 于 


以 了 的 零点 为 极点 的 留 数 和 N， 加 上 以 了 的 极点 的 留 数 和 一 P 再 
乘 上 2zi。 定 理 得 证 ， 

定理 的 一 个 重要 推论 如 下 。 

定理 4.6， 如 果 f 是 紧 Riemann 曲面 上 的 亚 纯 函数 , 则 f 的 
零点 的 个 数 等 于 极点 的 个 数 ， 

注意 ,这 里 零点 的 个 数 是 把 零点 的 阶 计 在 内 的 , 即 一 个 上 阶 零 
点 认为 是 & 个 零点 。 同 样 地 ,极点 的 个 数 也 把 极点 的 阶 计 在 内 , 即 
把 一 个 4 阶 极点 看 作 是 “个 极点 ， 

对 于 a EC， 当 4 oo0 时 ， f(z) 一 。 的 零点 我 们 称 为 a- 值 
点 , 当 4 一 co 时 的 值 点 当然 是 极点 。 

定理 4.7， 如 果 f 是 紧 Riemann 曲面 上 的 亚 纯 函 数 , 则 /三 取 
任何 a EC 的 次 数 相 同 , 即 o- 值 点 的 个 数 相同 。 

这 是 因为 任何 e- 值 点 的 个 数 ， 按 上 面 的 定理 ,都 等 于 骸 点 的 
个 数 ， 


w 6 人 
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第 五 章 ” 单 值 化 定理 及 其 应 用 


$1 次 调和 函数 与 Dirichlet 问题 的 Perron 解法 


定义 。 设 9 为 平面 C 的 域 ，v(z) 为 2 内 的 连续 函数 ，v(z) 
称 为 8 内 的 次 调和 函数 ,如 果 对 于 任何 域 0'C98, 及 0 内 的 任何 
调和 函数 x(z) ， 对 于 v 一 wx， 在 8 内 极 大 值 原理 成 立 。 

这 里 , 极 大 值 原理 成 立意 指 ，v(z) 一 wx(z) 在 9 内 不 能 达到 
最 大 值 ,否则 是 一 个 常数 。 特 别 取 w 一 0， 则 ”在 9 内 不 能 达到 
最 大 值 . 

设 点 me9， 我 们 称 " 在 zw。 是 次 调和 的 ， 如 果 存 在 2 的 一 
个 邻 域 , "限制 在 该 邻 域内 是 次 调和 的 ， 

下 面 定 理 说 明 , 次 调和 函数 具有 局 部 特征 。 

定理 1.1。v 在 域 8 内 是 次 调和 的 , 当 且 仅 当 vw 在 0 内 的 每 一 

特别 ,调和 函数 一 定 是 次 调和 函数 ， 

根据 定理 1.1, 及 次 调和 函数 的 共 形 不 变性 ,此 即 ， 如 果 把 
@ 共 形 映 照 到 81， 则 vef 也 是 次 调和 函数 。 我 们 把 次 调和 函数 
推广 定义 于 Riemann 曲面 上 . 

定义 ， 设 8 为 Riemann 曲面 上 的 域 ，” 为 2 内 的 连续 函数 ， 
2 称 为 9 内 的 次 调和 函数 ， 如 果 对 Vpu€ 8, 存在 pp 的 局 部 参数 
邻 域 ,在 局 部 参数 z 下 ，" (s) 是 次 调和 函数 

次 调和 函数 的 充分 和 必要 条 件 . 

设 9 为 平面 域 , " 在 9 内 具有 连续 的 二 阶 偏 导数 , 且 有 


则 "是 次 调和 函数 ， 事 实 上 ,如 果 存 在 域 9C9, 及 90' 内 的 调和 
9 63 ， 


函数 4, 使 得 "一 * 在 2' 内 达到 极 大 值 ， 则 由 微 积分 学 中 的 极 值 
原 再， 生生 <0， 2 本 全 < 0。 又 由 于 “是 调和 函数 ， 
x 


Ax 一 0， 因此 Av 过 0， 与 假设 矛盾 , 故 "是 次 调和 函数 。 
定理 1.2， 设 "为 平面 C 的 域 9 内 的 连续 函数 ， 则 "是 次 调 
和 函数 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 me 0， 及 0 内 的 任何 圆 
|z —z|<=r, 


总 有 
1 2 ， 
2(zo) 去 -一 | vy(zo + re )d0, 
2 .0 


证 明 ， 充 分 性 ,对 于 调和 函数 a, 由 调和 函数 的 中 值 公式 ， 有 
G0) < Cet ren)db. 


因此 ,类 似 于 调和 函数 极 大 值 原 理 的 证 明 , 可 以 证 明 v 一 zw 的 极 大 
值 原理 成 立 , > 是 次 调和 函数 。 
必要 性 ,由 Poisson 积分 公式 , 设 
plz) 一 二 | v(zo + re’) a d0, z = zo + pe'?, 
则 P,(z) 在 圆 1z 一 w%| < 内 调和 ， 在 圆周 |x> 一 zl 一 ” 上 
ps《z) 一 5 sz)， 由 于 ”是 次 调和 函数 ,因此 在 圆 jx 一 zl < ”> 内 
.2(z) 委 加 (xz)。 特别 地 ，v(z0) 二 p,(zo)， 这 就 是 所 要 求 的 不 等 
式 。 证 完 ， 
次 调和 函数 的 一 些 性 质 : 
1. 如果" 是 次 调和 函数 , 天 > 0 是 常数 , 则 Kv 也 是 次 调和 
函数 ， 
2. 如 果 辣 ， 刀 是 次 调和 函数 ， 则 ww 十 v; 也 是 次 调和 冰 数 。 
3. 如 果 凡是 次 调和 函数 ， 则 ”一 max(v1,v;) 也 是 次 调 
-和 函数 ,这 里 v(z) 一 maxCvi(z) ，owa(z) )， 
这 三 条 性 质 可 由 定理 1.2 立刻 推出 ， 
设 AC 8 为 一 贺 , 当 UW 是 Riemann 曲面 上 的 域 时 , 和 人 是 一 局 
部 参数 圆 ， p, 是 用 Poisson 积分 定义 的 A 内 的 调和 函数 ,在 94A 
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上 广 一 六 对 于 2 内 的 次 调和 函数 "， 定义 
了- 人 在 A 内 ， 
v。 在 入 外. 
则 zs 在 9 内 连续 , 且 有 v 专 2s。，zs 在 人 内 是 调和 浮 数 ， 
: .4. 如 果 v 是 0 内 的 次 调和 函数 , 则 对 于 任何 圆 A，ACOQ, 5 
也 是 次 调和 函数 。 

证 明 。 根据 定理 11， 及 ze 的 定义 ， 我 们 只 须 证 明 , ze 在 
VYzo€ 0A 上 是 次 调和 的 。 设 9 是 包含 mm 的 域 , 90'C98,w 是 0 
内 的 调和 函数 ， 如 果 54 一 w 在 8” 内 的 点 #1 达到 极 大 值 ， 则 
zic OA。 因为 一 w 志 2a 一 w，y 一 u 也 在 zi 达到 极 大 值 ， 
v 一 ww 是 一 个 常数 。 又 由 于 

vs— Hva— uv) C— u(%1) 一 v(z1) — u(z1), 
因此 5 一 #% 也 是 常数 多 zi) 一 u( 21), 这 就 证 明了 za 是 次 调 
和 函数 ，. 

设 W 是 Riemann 曲面 ， 矿 上 一 些 次 调和 函数 组 成 的 族 了 = 
{v} 称 为 Perron 族 , 如 果 了 具有 下 列 性 质 : 

1” 对 任意 v1, vi EV 存在 一 个 "ET ， 使 得 


2 之 max(yi, v2), 


“2% 对 任意 4€ V， 及 任何 局 部 参数 圆 A， 存 在 一 个 v€E V， 

使 得 "|A 是 调和 的 ,并 且 v 之 w。 

在 大 量 应 用 中 ,满足 1*, 2° 的 了 分 别 是 max{oy vi) 和 到， 

Perron 族 基本 定理 : 如 果 7 一 {v} 是 WF 上 的 一 个 Perron 
族 , 则 或 者 

“间作 

在 克 内 调和 ,或 者 U 王 十 co。 

定理 的 证 明 主 要 应 用 下 面 引 理 。 

引 理 (Harnack 原理 )， 设 WW 为 Riemann 曲面 ,U 是 W 上 的 
调和 函数 族 , 满 足 条 件 : 

(A) 对 任意 Hi » Mm € U, 存在 一 个 调和 函数 “EU, 使 得 
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4 > max{ 约 ， 纪 } ， 


U(p) 一 sup {u(p)} 


或 者 是 WW 上 的 调和 函数 ,或 者 = 十 0%， 
注意 ，Harnack 原理 的 原形 式 是 ， 如果 uw。 是 WW 上 单调 增加 
的 调和 函数 序列 , 则 w(z) 一 limw.(z) 或 者 是 调和 函数 ， 或 者 = 


十 co , 且 收 伍 是 凡 闭 一 致 的 , 即 在 歼 的 任何 紧 集 上 一 致 收敛 ， 
引 理 的 证 明 ， 对 任意 zo€ W， 存在 us € U, 使 得 
limua zo) 一 U(z0), 


用 归纳 法 作 序列 #， 取 页 一 和 ,2 之 max(#-1，Us)。 我 们 也 
有 
lim ze(zo) 一 U(z0), 
这 时 加 是 单调 增 的 调和 函数 序列 ,根据 Harnack 原理 ， 
Uo(z) — lim#,(z) 
或 者 在 WW 内 调和 ,或 者 二 十 00, 且 有 UCz0) 一 U(z0)。 
对 另 一 点 wo€ WW， 存 在 序列 xs。6 U ,使 得 
limu, (#0) 一 U(z), 
用 归纳 法 作 序 列 各 EU, 取 角 二 久 ， 守 max(f_1s Wr, 放 ，)， 
则 
Uo(z) 一 lim 多 
或 者 在 三 内 调和 ， 或 者 反 十 oo, 且 有 Uoz0) 一 U(z0)，Uo(z0) 一 
DCzo)， Us 之 U,, 
因此 ,如 果 (zx) 是 调和 函数 ， 则 UoCz) 也 是 调和 函数 , 由 
于 Uo 一 Uw 在 xm 达到 极 大 值 零 ,因此 UV。 一 Uo。 在 点 z， 有 
U(%0) 一 Us #0) = Ul%0), 
%% 是 任意 的 ,因此 在 上 U0 一 ,了 是 调和 函数 。 另 一 方面 ,如 果 
太一 十 co， 则 由 Vzie 厂 有 UCz0) 一 To(zo) (zi 一 十 oo， 
因此 U 到 十 oo . 引 理 证 完 。 
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Perron 族 基 本 定理 的 证 明 。 对 任意 ze W ， 取 局 部 参数 圆 
人 ,使 得 meA， 对 任意 ve7， 由 254 之 v 得 到 
“™ spt}. 
注意 到 ze 在 A 内 调和 ,对 任意 vi, we vz， 存 在 
y EV, ymax{Dias Da}, VA Vv max{tia, DA}。 
这 就 说 明 族 V。 一 {valv EV} 在 A 内 满足 引 理 条 件 (A)。 因 此 ， 


1 = supVa 
vey 


或 者 在 人 内 调和 ,或 者 三 十 co。 
设 4 一 {zo€E W : w(z) 在 zo 调和}， 
. B= {zéW :wu(z) = 00)., 
则 由 上 面 所 证 , 4 和 8B 痢 是 开 集 ， 根 据 WW 的 连通 性 ,或 者 4 一 W， 
u 是 调和 函数 ;或 者 4 一 ZB ,vw 三 十 OC。 定 理 证 完 。 

Dirichlet 问题 的 Perron 解法 ，。 

设 卫 为 Riemann 曲面 , G 为 W 的 相对 紧 域 , G 的 边界 6G=:T 
是 非 空 的 ， 

Dirichlet 问题 ,在 IT 上 给 定 连续 函数 1, 要 找 一 个 函数 *， 使 
得 # 在 G 一 GUT 上 连续 ,在 G 内 调和 ,在 TT 上 wx 一 f。Dirichlet 
问题 的 Perron 解法 如 下 。 

设 PCf) 是 G 内 一 些 次 调和 函数 的 族 , 满 足 条 件 : 

Ve P(f), Hmv(s) S12), 对 VieT, 
这 里 我 们 先 假定 f 是 了 上 的 有 界 函数 ，iim2(s) < 1(5) 意 指 ,对 


任意 6 > 0， 存 在 《的 一 个 邻 域 A， 使 得 当 xzEAnG 时 ， 有 
z(z)] < f(t) 十 se， 
定理 1.3。 函数 
uCs) — sup{v (2)} 


或 者 在 G 内 调和 ,或 者 二 十 0%， 
证 明 。 我 们 要 验证 P(f) 是 Perron 族 。 对 任意 v€ P(f)， 
显然 有 za € P(f), 


* 7+ 


如 果 osoePCP)， 则 由 于 
Hav) 生态 ,im (2) < (2), 
对 任意 s > 0， 存 在 “的 邻 域 A, 使 得 当 xzeAnG 时 ,有 
zi(z) <fE) + e, vlz) < + Es. 
因此 
v(z) 一 max{vi(z), vz)} < 1 十 s, 
即 lmv(s) 过 f(z). 这 就 证 明了 PCf) 是 Perron 族 , 根 据 基 本 定 


理 , x 在 G 内 或 者 调和 ,或 者 二 十 c。 证 完 , 

现在 讨论 w 的 边界 性 质 ,假定 1 有 界 ，|f| < MM， 

定义 。 域 G 内 的 函数 8 称 为 点 加 上 了 的 痢 函 数 ,如 果 8 满足 
下 列 条 件 : 

1.8 是 G 内 的 次 调和 水 数 ， 

2. lim P(x) 一 0， 

3.Vi to CET, lim p(x) < 一 0， 


对 于 边界 点 bo ET， 如 果 5 的 闸 函 数 存在 ， 则 称 5 是 正则 边界 

由 条 件 1, 根据 极 值 原理 ， 在 G 内 0 < 0, 取 点 to 的 一 个 局 
部 参数 圆 了 , 则 由 条 件 3 及 极 值 原理 , 8 在 G 一 内 具有 负 的 上 
界 一 m。 令 

pr = max {£， 1}， 

则 6, 仍 是 teET 的 疗 函 数 , 在 G 一 V 内 8, 一 一 1, 

8， 称 为 V 的 规范 化 闻 函 数 。 显 然 ,如 果 G 为 另 一 个 域 ， 

GNV= GNYV, 


则 8， 也 是 G” 对 五 的 曾 函 数 ， 只 要 在 G 一 了 内 令 Bp, 二 一 1. 
因此 , 闸 函 数 是 局 部 性 质 ， 仅 与 所 附近 的 性 状 有 关 。 于 是 我 们 可 
以 在 5 的 局 部 参数 邻 域内 讨论 闻 函 数 的 存在 性 ， 

定理 1.4。 如 果 f 有 界 ， 则 定理 1.3 定 义 的 函数 « 在 正则 点 
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zc， 有 
tim ji < limu(s) < fmu(s) < Emf(t). 
Et 6, an Ct 


另外 ,如 果 f 在 5 连续, 则 
lim «(2) 一 20), 
即 2(z) 在 如 取 边 界 值 fC50), 
证 明 。 设 4 一 Em 帮 5)， 对 任意 > 0， 选 取 癌 的 局 部 参 


数 贺 VV, 使 得 当 5eE VNT 时 ， 
| f(t)<A4+e, 
我 们 要 证 mwlz) < 4+e, 对 任意 ve P(f)， 函 数 


9 一 (一 4) 十 (M 一 4)py 
在 G 内 次 调和 , 且 对 任意 5 eT 有 lm p(x) < s, 这 是 因为 对 任意 
seEVNT, 有 imz(z) < 8) < A+ 8, limp,ls) 0. 
5 在 V 外 时 Hm v(z) < M, 又 lim 8,(z) 一 一 1， 总 之 ， 
lm p(s) < 6, 
故 在 G 内 plz) 二 s。 因此 ,对 任意 v€é P(1), 有 
vA—(M— A)Br 十 s。 


由 此 得 到 
sRA— (MO— A 十 8， 


im wx) < 4 十 8 一 lm fC¢) 十 s。 
s 是 任意 的 ,我 们 便 得 到 了 ve) < Em 1(2), 
同样 , 设 8 一 limf(z)， 对 任意 e > 0， 存 在 5 的 局 部 参数 


圆 了 , 使 得 当 EVNT 时 1(2) 二 8B 一 gs, 令 
gy= (B+ Mpr+B— se, 

则 是 G 内 的 次 调和 函数 , 当 iE VNMT 时 ， 
iim p(s) 和 了 一 5 一 帮 ); 


ss 69 。 


当 “ 在 了 外 时 ， 
im (2) ——M—s<1f). 


这 就 证 明了 we PC(f)， 因 此 g(x) 委 xz)。 
limu(z)>B—:— dimf(2) 一 5 


soe 


s 是 任意 的 , imf(6) < imw(z)， 于 是 证 明了 定理 的 不 等 式 成 立 ， 


ta 0 
其 它 结论 由 不 等 式 成 立 得 之 。 定 理 证 完 。 

定理 1.3 和 定理 1.4 说 明 ， 如 果 G 域 的 边界 点 都 是 正则 边 办 
点 , 则 对 于 连续 有 界 的 边界 值 函 数 fj，Dirichlet 间 题 具有 唯一 解 . 
反之 ,如 果 域 G 的 Dirichlet 问题 对 任何 连续 函数 有 解 , 则 域 的 
边界 点 都 是 正则 边界 点 。 因 为 这 时 对 任何 边界 点 名 6 并， 我们 如 
找 一 个 连续 函数 f, 使 得 f(50) 一 0， 当 “《 关 癌 时 1) < 0， 
则 Dirichlet 问题 的 解 * 就 是 加 的 闸 图 数 。 

定理 1.5。 设 5e T， 如 果 G 的 余 集 包含 名 的 分 支 不 是 由 一 
点 组 成 ,; 则 5 是 域 G 的 正则 边界 点 。 

证 明 。 我 们 要 证 明 点 名 的 闸 函 数 存在 . 由 于 阅 苞 数 的 局 部 
性 质 , 可 限制 在 5 的 局 部 参数 邻 域内 考虑 ， 不 护 假定 G 是 平面 5 
上 的 域 . 

由 定理 假设 , G 的 余 集 包含 5 的 分 支 多 于 一 点 , 取 忆 6 EE， 
六 兰 名。 经 线 分 式 变换 后 可 假定 名 一 co ，& 一 0， 注意 到 的 
余 集 是 一 个 单 连通 域 ,包含 域 G。 因 此 ,在 G 内 可 选取 对 数 的 单 值 
分 支 

3 一 logz 一 G 十 57， 
把 G 共 形 映照 为 域 G。 任何 直线 o 一 o 与 G 之 交 由 一 些 线段 
组 成 , 且 这 些 线段 的 总 长 < 2r。 对 于 固定 的 m, 设 线 眉 为 {Cs 
后 )}，Ims? > Ims;。 当 0 守 oo 时 ,定义 


Oils) — arg i 0Sw 和 Sn, 


则 cc 一 一 一 ”> wils ) 是 调和 孙 娄 且 满 足 
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* 
一 二 srctg ——— als) 0, 
TT G0 


在 线段 (s,s 全) 上 als) 一 一 1。 因 此 当 o < os 时 定义 
a(s) 一 一 1， 

使 e(*) 成 为 G 内 的 次 调和 函数 。 

函数 a( log z) 在 C 内 是 次 调和 的 并 且 小 于 零 , 在 名 一 00 具 
有 极限 零 , 但 它 不 一 定 是 名 一 co 的 闸 函 数 ,因为 当 = 趋 于 G 的 有 
穷 边界 点 时 ，al log z) 可 能 趋 于 零 ， 
”在 实 轴 上 , 取 点 列 me 一 十 oo， 以 m 代替 上 述 co, 构造 对 应 
的 函数 cs， 定 义 


p(s) = D027), 


由 于 上 式 右边 的 级 数 在 G 内 一 致 收敛， 因此 8(z) 是 G 内 的 次 调 
和 函数 ， 当 z 一 名 一 o 时 pz 一 0 当 z 一 soco 时 ,由 于 
对 充分 大 的 n， asllogz) 一 一 1， 因此 有 1limp(z) 二 0, 于 是 6(z) 


是 的 阅 函 数 。 

最 后 , 举 一 个 特殊 的 Dirichlet 问题 。 

设 G 为 Riemann 曲面 所 上 的 相对 紧 域 ，6G 由 有 限 条 巡 段 
解析 曲线 组 成 ，A 为 G 内 的 启 部 参数 圆 ，ACG， 则 域 G 一 人 的 
Dirichiet 问题 可 解 。 因 此 存在 一 个 调和 函数 w%, 在 G 一 会 内 调 
和 ,在 边界 966 上 w 一 0, 在 GA 上 ，* 一 1!. 这 样 的 函数 ” 称 为 
G 一 A 对 64A 的 调和 测度 . 

一 个 特殊 而 重要 的 Dirichlet 问题 是 : 设 几 为 非 紧 Riemann 
曲面 , A 是 一 个 局 部 参数 圆 , 在 6A 上 给 定 连 续 函 数 f, 我 们 要 找 
W 一 A 内 的 调和 函数 x, 连续 到 边界 BA ,在 GA 上 ”一 上 

由 于 Ww 是 非 紧 的 ,首先 我 们 作 Ww 的 Alexandroff 紧 化 : W 作 
为 拓扑 空间 附加 上 一 个 “无 穷 远 点 ”， 记 之 为 点 了 或 点 0%。 定 义 点 
6 的 邻 域 为 的 任 一 紧 集 K 的 余 集 W 一 尺 ， 这 样 ，W U {00} 成 
为 一 个 紧 的 Hausdorff 空间 , 称 为 W 的 Alexandroff 紧 化 . 

附加 点 8 也 称 为 Riemann 曲面 的 理想 边界 。 歼 的 点 序列 z。 


。 II。 


当 ?一 oo 有 时 趋 于 co, 或 称 趋 于 理想 边界 ， 如 果 任 意 给 定 ce 的 邻 
域 不 一 六 ， 总 存在 N > 0， 使 得 当 # 全 六 时 z,.€ W 一 天 。 
现在 解 W 一 A 的 Dirichlet 问题 。 设 在 9A 上 If M. 
设 P(f) 是 满足 下 列 条 件 的 W 一 A 上 的 次 调和 函数 族 : 对 任 
意 v(z)€ P(f),， LE 8A, 有 iimv (2) 1), limv (2) 和 0， 则 


“0) ~ sl 0} 


就 是 这 一 特殊 Dirichlet 问题 的 解 。 而 且 * 是 有 界 调和 哨 数 ， 且 
lwi 筷 M。 因为 对 任意 "e PC(f)， 由 最 大 值 原理 v 志 M , 因此 
# 夺 人 MM, 另外 v= 一 一 MEP(1), ww 之 一 M， 


$2 Riemann 曲面 的 可 数 人 性 


这 一 节 我 们 要 证 明 Riemann 曲面 具有 可 数 基 ， 即 Riemann 
曲面 总 存在 可 数 个 参数 圆 组 成 的 开 轿 盖 。 证 明 的 根据 是 假设 
Riemann 曲面 存在 非常 数 的 调和 函数 。 上 一 节 末 尾 ， 我 们 已 经 
证 明 Riemann 曲面 挖 去 一 个 参数 圆 后 ， 总 存在 非常 数 的 调和 函 
数 。 如 果 控 去 一 个 参数 圆 后 具有 可 数 基 ， 显 然 整个 Riemann 曲 
面具 有 可 数 基 ， 另 外 , 紧 Riemann 曲面 具有 可 数 基 是 明显 的 ， 

设防 为 非 紧 Riemann 曲面 , * 为 丈 上 非常 数 的 调和 函数 。 作 
x 的 调和 共 郝 w*, 令 了 一 “十 ， 则 了 是 多 值 解析 函数 ， 但 确 
定 一 个 全 纯 微 分 df 一 du 十 idu*, 

我 们 首先 利用 这 一 微分 式 定 义 W 的 了 距离 静 数 ， 使 之 成 为 度量 
空间 . | 

对 任意 z1, z2€ WW ， 距离 沪 数 定义 为 


d(z1, 22) 一 inf |, laf|，, 


其 中 7 为 连接 到 z, 的 逐 段 可 微分 绒 。 容 易 验 证 ,距离 的 三 个 条 
件 成 立 , 这 样 允 成 为 一 个 度量 空间 ， 而 且 在 局 部 参数 圆 内 考虑 时 ; 
不 难 验 证 , 用 距离 定义 的 拓扑 与 Riemann 曲面 原来 的 拓扑 等 价 。 
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现在 ,我 们 利用 距离 函数 定义 下 的 紧 集 序列 {G,}， 使 得 
GC(Gr) ln = 1,2,..:), 
且 W= (6G, 
对 任意 zo€ W ， 令 
D(z%,p)— {z€ W: dlz, 20) =p}, 
这 是 一 个 开 集 。 定 义 
p(z0) 一 supfo: DCz,, p) 是 到 的 相对 紧 集 }。 
显然 p(z0) > 0。 如 果 存 在 一 点 x%%& W ， 使 得 p(zo) 一 co ， 则 
可 令 
G, = D(z, 2)，7 一 1，2， 
{G.} 便 是 合乎 我 们 要 求 的 紧 集 序列 。 
如 果 对 任意 z€E W 有 0<p(z)]) <oo， 则 p(x) 是 定义 于 
琴 二 的 连续 函数 ,连续 性 可 由 明显 的 不 等 式 
1p(Czi) 一 p(z2)| < d( 1， 22) 
看 出 。 我 们 依次 定义 G， 如 下 : 国定 一 点 zo, 令 


Gi {x: d(z, 20) < 圭 plz0)}， 


Ca: 一 {:: 3z1€ G1, dlz, 2 ) 魏 工 es 外 ， 


eevee 


容易 看 出 G。 是 闭 案 , 且 GsC (Gn》， 
G, 是 紧 集 ,这 可 用 归纳 法 证 明 。 事 实 上 ， 


GaD (es 


是 紧 集 ， 如 果 G。， 是 紧 集 , 则 G。 也 是 紧 集 ， 因 为 这 时 G.-: 的 
开 履 盖 D(z， 上 oCz) :ze G。-! 中 存在 有 限于 入 六 
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也 (zi oz)):i ~ 1, 2 二. : 


我 人 电 言 C.C LU D (sm, 卫 ol(z))， 事 实 上 ， 对 任意 fe G,， 


EA Gs_1, 使 得 dl， Ca_1) < p(ts_1). 对 tsi1€ Cl， 根 
据 子 履 盖 ,存在 zi€ G,_, 使 得 dt，1, zx;) < 二 ez) 再 根据 
不 等 式 p(t_D) 过 dt zi) 十 p(z)， 得 到 p(5。 iD) 二 Sols). 


于 是 
d(t, #1) < dr bat) + dss 21) < 方 p51) 


+ 地 oC4) < 二 oli), 
这 就 是 说 ,ze D (=， 芝 o(zi)), 断言 正确 ， 由 于 每 一 个 
D (zs， Z oz)) 
是 相对 紧 僻 , 因 此 G, 是 紧 集 


Ww 一 U G,， 由 于 U 6, -U (CG,)" 是 开 集 ， 我 们 只 需 
证 明 余 集 到 一 U G, 是 开 集 ,根据 的 连通 姓 而 得 到 


因此 ,我 们 只 要 证 明 , 对 任意 te W 一 【J G,, 的 邻 域 


p(s, SoA) Ew Uo. 
这 点 是 容易 用 反 证 法 证 明 的 ， 如 果 存 在 
seD (2, ot)) NG., 


和 了 4 e 


则 dx,，z) 一 了 p(5)， 因 此 
plzs) > p(t) 一 dz) > 2 ole), 


于 是 d(5, zs) < 冯 p(zo)， 但 zn€ G,， 这 就 说 明 5E Gon， 从 


而 得 到 了 矛盾 . . 

综合 上 面 论述 ， 对 任意 非 紧 Riemann 曲面 W， 如 果 存 在 非 
常数 的 调和 函数 , 则 一 定 存 在 一 个 紧 集 序列 {G,}， 满足 

GsC(Gar) (nn = 1,2,..*) 
w= U c,. 

根据 这 一 结论 ,我 们 立刻 得 到 下 面 的 定理 。 

定理 21. 任何 Riemann 曲面 总 具有 可 数 基 。 

这 一 定理 是 T. Rad6 首先 利用 万 有 覆盖 曲面 的 方法 证 明 的 ， 
人 们 称 为 Rad6 定理 。 

对 于 非 紧 Riemann 曲面 W ,与 可 数 性 等 价 的 概念 是 Riemann 
曲面 的 可 穷尽 性 . 

厂 的 正则 域 序列 {0。}， 称 为 W 的 一 个 穷尽 域 序列 ,如 果 

QC QCn 1,2...) 
w= U 2, 

我 们 回忆 一 王 , 芒 的 域 9 称 为 正则 域 ,如 果 2 是 相对 紧 域 ，2 
的 边界 99 由 有 限 条 解析 曲线 组 成 ， 另 外 , 8 的 余 集 不 包含 紧 的 
分 支 。 

_ 引 理 2.2。 对 于 Riemann 曲面 的 紧 集 及， 一 定 存 在 一 个 正 
则 域 9, 使 得 KC9.。 

证 明 。 不 妨 设 六 的 内 部 包含 一 个 参数 圆 A。 由 于 KK 是 紧 集 ， 
我 们 可 以 用 有 限 个 参数 圆 履 盖 天 。 用 这 有 限 个 参数 圆 组 成 一 
个 域 G， 使 得 G 的 边界 9G 由 有 限 条 逐 段 解析 曲线 组 成 ，W 一 G 
没有 紧 的 分 支 ， 由 解 G 一 A 的 Dirichlet 问题 ,存在 G 一 公 对 

9 75 。 


. 


于 边界 6A 的 调和 测度 w 在 G 一 入 内 0<xw<1， 而 在 9A 
上 ws=1 在 6G 上 ww 三 0 设 wr 为 # 的 调和 共 轿 , 则 
f =u + inu* 


是 一 个 多 值 解析 函数 ,确定 一 个 全 纯 微 分 


设 

M 一 sup#, 
则 0M 二 1。 由 于 使 df 一 0 的 点 是 孤立 点 ， 存 在 5,0 <6 
一 对 ,使 得 等 位 线 x = 5 上 没有 df = 0 的 点 。 则 这 等 位 线 围 成 


的 域 
@ 一 AUfz:xw(z) > 6} 

就 是 所 求 的 正则 域 。 我 们 只 需 证 明 ，29 的 边界 ， 即 等 位 线 80 一 
{z:x(z) 一 8} 由 解析 曲线 组 成 ， 事 实 上 ,对 任意 ze 69 ， 存 在 一 
个 邻 域 . 选取 一 单 值 分 支 f 二 w 十 iw* 把 这 邻 域 一 一 解析 的 映 为 
平面 的 一 个 加, 而 89 在 这 邻 域内 的 部 分 是 圆 在 直线 x 一 8 上 的 
直径 的 原 像 ， 因 而 是 一 段 解析 弧 。 这 就 证 明了 69 是 由 解析 曲 
线 组 成 。 引 理 得 证 ， 

定理 2.3。 非 紧 Riemann 曲面 总 存在 正则 域 的 穷尽 序列 ， 

证 明 ， 设 到 为 非 紧 Riemann 曲面 ,根据 已 证 可 数 性 定理 , 存 


在 可 数 多 个 参数 圆 {A,}, 使 得 W 一 【A 


依次 选取 子 序列 入 过 ;二 … 二 4 二 …， 使 得 一 1， 
Hi 是 满足 条 件 | 
AUA:U “UA CAUAU “* ‘UA, ,UA nmU UA, 
的 最 小 整数 。 由 于 左边 是 紧 集 ,这 样 的 wn 是 存在 的 。 对 于 太一 1， 


2,、…， 令 
Gi = AUAU UA,,, 


则 Gt 是 紧 集 ,GiC Ctrl， W= UU) Gi 
k=1 


现在 ,我 们 可 以 依次 定义 正则 域 穷尽 序列 ， 应 用 引 理 2.2， 对 
7I6 « 


紧 集 G ， 存 在 正则 域 9,， 使 得 世 C9。 对 于 5,U G,， 存 在 正 
则 域 9,, 使 得 G:UCC9G:。 对 于 0UG 存在 正则 域 9;， 使 
得 0UGCO: 如 此 继续 下 去 , 便 得 到 正则 域 序 列 Qi 一 1， 


2，'…， 使 得 QT Qt GCtCOt， W= U Qi {0Q7} 即 为 W 
的 正则 域 穷尽 序列 ， 


$3 开 Riemann 曲面 的 Green 函数 .调和 测度 
与 最 大 值 原 理 


” 设 灰 为 开 Riemann 曲面 , 取 定 点 po& WW， 设 加 的 局 部 参数 
邻 域内 的 局 部 参数 为 z(p), z(po) 一 0。 Vp 为 W 一 {pp} 内 
的 一 些 次 调和 函数 组 成 的 族 ,满足 

a) YeoeT,z 在 一 紧 集 外 恒 为 0; 
b) vve V,,, lim[v(p) + log |z(p)|] < co， 


注意 , 族 VV,。 依赖 于 定点 po, 而 与 局 部 参数 z(p) 无 关 ， 
Vp, 是 一 个 Perron 族 , 根 据 Perron 族 基本 定理 ,函数 


4 一 sups 
2 ET 
0 


在 Wo— {po} 内 或 者 调和 ,或 者 圭 十 oo， 在 前 一 情况 下 ,定义 
gCp, 加) 一 sup ”， 
ve po 


称 为 W 的 极点 在 po 的 Green 函数 ， 这 时 ， 称 的 极点 在 pn 
的 Green 函数 存在 ， 在 后 一 情况 下 ，sup ”一 十 oo， 我 们 称 歼 没 
ve po 


有 Green 函数 ， 
我 们 将 于 后 面 证 明 , W 上 的 Green 函数 存在 与 否 ,与 点 如 无 
关 。 其 存在 性 是 开 Riemann 曲面 的 内 在 性 质 。 
我 们 首先 要 指出 ，g(p, po) 不 是 常数 , 且 当 p 一 po 时 ， 
g(p, Po) 一 十 co， 
事实 上 , 取 参 数 圆 A 一 z-1({1z(p)| 筷 ro})， 定义 
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log—  ， A， 
volp) 一 TzCp)l Pe 
0， 万 A， 
划 wm(z)eT。 因此 g(p， po) 之 volp)。 由 于 pj 一 加 有 时 
volp) > 十 00， 


所 以 g(ps 加 ) 一 十 co(p 一句 )。 另外 ，g《p, po) 不 是 常数 ， 

Green 水 数 的 重要 性 质 如 下 : | 

Gl, g(p, po) > 0; 

G2. inf g(p, to) = 0; 

G3， g(p, po) 十 log |zCp)| 在 po 的 局 部 参数 邻 域内 调和 ， 

这 里 我 们 证 明 G1， 由 于 0€ V6,， 因 此 g《p,po) 之 0, 再 由 
调和 函数 的 极 小 值 原理 , 便 得 到 g(p, po) 0。G2 和 G3 于 后 面 
证 之 。 

根据 性 质 G1，G2 和 G3 我 们 知道 ， 紧 Riemann 曲面 一 
定 不 存在 Green 函数 。 否 则 ,如 果 g(p, po) 存在 ,将 要 取 到 极 小 
值 0, 因而 是 一 个 常数 ,这 就 得 到 矛盾 。 

下 面 我 们 定义 调和 测度 的 概念 . 

按 定义 , 开 Riemann 曲面 W 是 非 紧 曲 面 。 首先 我 们 把 琴 拓 
扑 地 紧 化 ,附加 唯一 的 理想 点 , 称 之 为 WW 上 的 “无 穷 远 点 00”, 点 co 
的 邻 域 定义 为 WW 的 任何 紧 集 的 余 集 。 这 样 WW U{co} 成 为 一 个 
拓扑 空间 ,但 应 注意 WU {co} 不 是 Riemann 曲面 。 我 们 称 附 
加 的 点 co 为 Riemann 曲面 W 的 理想 边界 

我 们 说 WW 上 的 点 序列 p, 一 co ， 或 称 趋 于 理想 边界 ， 如 果 任 
给 co 的 邻 域 ， 当 二 充分 大 时 ,bj。 在 这 邻 域内 ， 即 对 任何 给 定 的 紧 
集 , 当 # 充分 大 时 ， Ds 在 这 紧 集 之 外 。 

设 天 为 丈 的 紧 集 ,使 得 W 一 天 是 连通 的 。 定 义 Vx 为 满足 
下列 条 件 的 函数 族 . 
1) Yv EVx，v 是 W 一 KK 内 的 次 调和 消 数 ; 
2) Vv EVxy 在 W 一 K 内 vv 所 1，; 
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3) VvE Vex, imv(p) <0, 


条 件 3) 意 指 ， 对 任意 & > 0， 存 在 紧 集 4， 使 得 当 2z6 阮 一 4 
时 , V(p) < e。 

Vx 是 一 个 Perron 族 , 它 是 非 空 的 有 上 界 族 , 因 为 0€ Vx. 根 
据 Perron 族 基 本 定理 ,在 V 一 天 内 定义 

MK = supv, 

则 wx 是 调和 函数 ， 满足 条 件 0 所 wx 筷 1。 但 可 能 有 一 0， 
或 wr 二 1, 

命题 ， 如 果 开 关节 , 则 wx > 0, 

证 明 。 设 ps 为 内 集 及 的 边界 点 , 取 po 的 局 部 参数 贺 

|z(p)| <1, z= 2(p) 
为 局 部 参数 ，z(po) 一 6， 则 在 zCpo) 一 0 的 充分 小 的 邻 域内 存 
在 点 zo, 使 得 圆 jx 一 zl 二 5 和 |z 一 z| 二 m6 在 图 
|zCp)| 天 1 
内 , 且 有 小 圆 {|s 一 zo| < 5Cxz( 天 )}， 大 圆 {|z 一 zl 过 m8} 有 不 
属于 zx(K) 的 点 。 其 中 5 > 0 是 充分 小 的 数 ，m > 上 是 整数 ， 
定义 函数 
,Cp) = log Ta 一 /am 6 < |z(p) ~ zo) < mo; 
0,p 在 {6 二 |z(p) 一 zl 二 m6} 外 ， 

则 vlp》 限 制 在 砚 一 天 内 是 Vx 的 次 调和 函数 ，" 宇 0, 且 在 
K 外 , 即 在 W 一 KK 上 有 一 点 使 ”> 0。 由 此 推出 wx > 0, 

由 命题 , 当 此 产儿 时 ,0 之 wx 声 1。 因此 0 之 wx 二 1 或 
wx 于 1。 当 0 过 wx 二 1 时 ; 我 们 称 wx 为 KK 的 调和 测度 。 当 
wx 号 1 时 , 则 称 K 的 调和 测度 不 存在 ， 以 后 讨论 调和 测度 时 总 假 
定 天 关节 ， 

我 们 将 于 后 面 证 明 ， 调 和 测度 的 存在 与 否 不 依赖 于 天 ， 它 是 
WW 的 理想 边界 的 内 在 性 质 . 

理想 边界 的 另 一 重要 性 质 是 最 大 值 原理 的 成 立 与 否 。 


晤 大 值 原理 ， 设 天 为 太 的 紧 集 , 我 们 称 最 大 值 原理 在 你 一 天 
内 成 立 ， 如 果 对 于 W 一 天 内 任何 有 上 界 的 调和 函数 w， 满足 条 
件 


limw (p) < 0, 
p=oKk 


则 在 W 一 K 内 x 委 0， 否则 我 们 称 最 大 值 原 理 在 W 一 天 内 
不 成 立 ， 

我 们 也 将 于 后 面 证 明 , 最 大 值 原理 成 立 与 否 不 依赖 于 天 , 它 是 
W 的 理想 边界 的 一 个 性 质 。 注 意 这 里 的 kK 不 用 假定 及 关 2， 


$4 Riemann 曲面 的 分 类 


我 们 将 证 明 下 面 的 定理 ， 然 后 根据 这 定理 把 黎 曼 曲 面 分 类 ， 

定理 4.1。 对 于 开 Riemann 曲面 WW, 下 列 三 条 件 等 价 。 

1” Green 函数 存在 (对 任何 点 pp€ W 存在 ); 

2° 调和 测度 存在 (对 三 的 任何 具有 内 点 的 紧 集 天 存在 7; 

3° 最 大 值 原 理 不 成 立 (对 任何 紧 集 天 不 成 立 )。 

在 定理 的 证 明 中 ,我 们 约定 ,条 件 1° 对 于 定点 pn 记 为 (1°)，,， 
对 于 固定 的 紧 集 K, 条 件 2° 记 为 (2°)x, 条 件 3° 则 记 为 (3°)kx。 

为 了 得 到 定理 的 证 明 ,我 们 只 要 证 明 : 

(1) 如 果 pp EK， 则 (1°)p, 地 (3°)x; 

《11)》 如 果 pe 让， 则 (2°)x > (15)y; 

(HID 对 任何 给 定 的 紧 集 K 和 KK ，(3°)x 之 (2 )。 

因为 ,如 果 (1)，(I》 和 (1) 成立 ， 则 立刻 可 推出 1?，2° 
和 3? 成 立 ， 这 时 ,由 《I)，(I) 和 II) 我 们 得 到 ， 对 任意 po， 
neW, (1°)p, 之 (1°)p, 即 如 果 Green 函数 gCp, fo) 对 po 存 
在 , 则 对 任何 p.€ WW，g(p, 1) 也 存在 。 由 《0), (1) 和 (111) 
推出 ,对 任何 紧 集 K,，K;,，(2°)x, 之 《2°)x,. 即 如 果 调 和 测度 对 
于 Ki 存在 , 则 对 任何 K, 调和 测度 也 存在 。 最后， 由 《111)，CII) 
和 (D 得 出 ,对 任何 紧 集 K 和 K;，(3°) x, 字 《3%)x,s 即 如 果 
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对 于 天, 最 大 值 原理 不 成 立 , 则 对 任何 K; 最 大 值 原理 不 成 立 。 

证 明 ，(I) 假设 对 于 p。Green 函数 &p, po) 存在 ， 名 < 天 ， 
要 证 对 W 一 天 最 大 值 原理 不 成 立 。 反 证 之 ,假设 对 W 一 K 最 
大 值 原理 成 立 , 考虑 调和 函数 w 一 一 gCp, 加)， 则 在 到 一 天 内 
2< 魏 0。 设 * 在 紧 集 玉 上 达到 最 大 值 mw, 因此 有 


Hima < mn, 
4 


但 由 假设 * 对 W 一 天 最 大 值 原理 成 立 , 因此 在 W 一 K 内 
4 志 力 。 即 * 在 K 上 一 点 达到 最 大 值 mw, 由 调和 函数 极 大 值 原 理 
4 二 坟 ， 这 就 得 到 矛盾 。 因 此 (1) 成 立 ， 

(1) 对 pe KR, (2°)x > (19)w。 

由 假设 调和 测度 wx 存在 ，pE 尽 ， 要 证 gCp, po) 存在。 在 
及 内 取 以 po 为 心 的 局 部 参数 贺 Ko, 设 z 一 zlp) 为 局 部 参数 ， 
spt) = 0, Ko= 2 ({jz(p)| 1}),， 对 0<n<r<1, 局 
部 参数 圆 KIi= z-1({!zCp) | 一 r1})， K, 一 2-1({|zCp)| 一 rr7， 
Ki 和 天 :的 边界 分 别 为 GK 和 6K,。 容 易 看 出 ，wx 存在 , 则 wx， 
也 存在 , 

考虑 定义 Green 函数 的 Perron 族 了 V,， 对 任意 v EV po， 
0EVp， 则 x+ 一 max(v, 0)E V,。。 假 定 max vt+ 天 0， 则 次 调和 
函数 v /max s+ 在 一 紧 集 外 为 0, 在 8K, 上 < 1, 因而 属于 Vx,， 
由 此 推出 

vt(p) < (max vt)ur Cp), pE WO—K,, 
特别 有 
BE (Re Ne ur), 
任 给 > 0， 作 函 数 
vi(p) 十 (1 十 5)log | z(z)| » PEK,, 
当 p -> po 时 ,这 国 数 趋 于 一 2 ， 因 此 在 8K, 上 达到 景 大 值 ， 我 
们 有 
max vt+ + (i + 8)log rl max vt + (1 + 6)logr,, 


。° 8l 。 


令 s 一 0 得 到 


max vt 十 log r < 委 max b+ 十 log ri。 (4.1) 
把 前 面 的 不 等 式 代 人 (4.1) 式 后 ,得 到 
六 


1 
max vt 委 一 一 log 一 。 
BK 1 一 maxux ri 
dK? 4 


因为 0 一 max ur, < 1 由 此 得 出 v+ 在 6K! 上 一 致 有 界 ，g(p， 


1o) 一 supz 在 GK 上 有 界 , 即 g(p, po) 存在 。 
(ID (3?)x 之 (2°)xr。 我 们 证 明 ， 如 果 xx' 不 存在 ， 即 
ux’ 二 1， 则 对 W 一 最 大 值 原 理 成 立 。 
首先 假定 天 CCK， 设 * 是 太一 天 内 的 调和 函数 ，w 委 1b 
且 
Jimx(p) < 0. 
考虑 Vx'*， 对 任意 we Vk':， 我 们 有 
v(p) + au(p) i, pewWw—K. 
这 是 因为 imv(p) 一 0 及 limulp) 二 0， 因 此 当 p co 或 bp 一 K 
时 总 有 
fmlv(p) + u(y) 1, 
应 用 极 大 值 原 理 便 得 到 上 面 的 不 等 式 。 
现在 ， 由 假设 wk' = 1， 对 任意 p EW 一 K, 总 存在 序列 
va€《 Vx， 使 得 ws(p) 一 1(2 一 co)， 由 上 面 已 证 不 等 式 得 到 
u(p) 三 0。 这 就 是 说 ,* 在 pV 一 KK 内 最 大 值 原理 成 立 ， 
当 K 和 KK 是 任意 紧 集 时 ,选取 相对 紧 域 上 ,使 得 
KUKCK’”, 
设 4 为 上 面 给 定 的 函数 ,根据 上 面 已 证 结论 ， 最 大 值 原理 在 WW 一 
K” 内 成 立 ， 由 此 推出 在 中 一 ”内 “ < max 4。 如 果 


max # > 0， 
则 由 于 HEmw < 0, 根据 极 大 值 原理 ,在 K" 一 上 内 也 有 


2 


WW maxu, 


于 是 在 GK” 上 一 点 达到 极 大 值 , * 是 正常 数 。 因 此 在 9K” 上 
Ww 志 0 在 K” 一 居 上 及 多 一 K 上 应 用 极 大 值 原理 ， 则 可 推 
出 ， 在 WW 一 K 上 w 志 0。 这 就 是 说 在 所 一 K 上 最 大 值 原理 成 立 . 
定理 至 此 全 部 证 完 。 

定义 。 开 Riemann 曲面 不， 如 果 满 足 定 理 4.1 三 条 件 之 
一 * 则 称 为 双 曲 型 的 ,否则 称 为 抛物 形 的 。 紧 Riemann 曲面 则 称 
为 椭 加 型 的 

注意 , 对 于 抛物 型 Riemann 曲面 Green 函数 和 调和 测度 均 
不 存在 ， 但 是 最 大 值 原理 成 立 。 平面 上 的 单位 圆 是 典型 的 双 曲 
Riemann 曲面 ,平面 C 则 是 急 物 Riemann 曲面 ， 

定理 4.2。 抛物 型 Riemann 曲面 WW 上 不 存在 非常 数 的 正 调 
和 函数 ， 

证 明 。 设 * 是 正 的 调和 函数 ， 我 们 证 明 对 任意 p, 9€ W， 有 
Wu(p) 一 x(g)。 为 此 考虑 一 4， 由 假定 一 上 委 0， 因 此 在 殉 一 {z} 
和 WW 一 4q} 上 应 用 最 大 值 原 理 , 得 到 

—u(g) < —u(p), —ulp) < —u(q), 

于 是 x(p) 一 w(g)。 w 是 常数 。 


$5 Green 函数 的 一 些 性 质 


前 面 我 们 已 列 出 Green 函数 的 重要 性 质 : 

G1. g(p, 加 ) > 0; 

G2. inf g(p, po) 一 0; 

G3. g(p, po) 十 log 1z(p)| 在 po 的 局 部 参数 邻 域内 调和 ， 
其 中 * 一 z(p) 是 po 的 局 部 参数 邻 域 内 的 局 部 参数 , z(po) 一 0. 

G1 已 证 明 过 ,现在 证 明 G3， 然 后 再 证 明 G2。 

G3 的 证 明 。 在 |z(p)| 一 + 上 , 设 

m(r) 一 ax g(p, 加 )。 


Pl 
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由 估计 式 (4.1), 有 
m(ri) + logr, SS mr) + logt, 0 9, < 8 
这 就 是 说 ，m(r) 十 logr 是 > 的 单调 增 函 数 ,因此 ， 
g(p, po) 十 log |z(p)| 
在 局 部 参数 贺 |z(p)| < rm 内 有 上 界 。 考虑 定义 glp, po) 的 
Perron 族 了 ，， 作 函 数 
{0 log |zCp)|, 1z(p)| 一 ro 
0， 其 它 点 p， 
则 vlp)EV,,。 因此 gp Po) 之 log ro 一 log |zCp)|, 即 在 局 部 
参数 贺 |zCp)| 委 rm 内 有 g《p, po) 十 log |z(2)| 之 log ro。 于 是 
消 数 gp, po) 十 log |z(p)| 在 0 过 1zlp)i 一 m 内 调和 且 有 和 界 ， 
po 是 可 去 奇 点 ,将 g(p, po) 十 log |z(p)| 调和 开拓 到 po 后 即 得 
G3 的 证 明 。 
G2 的 证 明 。 设 inf g(p, po) 一 <c， 由 G3 知 , 当 p 一 名 时 ， 
8g(p, po) 十 log |zCp)| 有 有 穷 极限 ， 对 任意 "ex， 由 于 
Hm Lv Cp) + ioglz(p)1 1 一 oo， 


应 用 极 大 值 原理 ,得 到 
(1— ev(p) < gb， 名) 一 cs 


v(p) 一 


进而 有 
(1 一 s)8(p， po) < gp, po) 一 <。 

令 s 一 0， 即 得 < 委 0. 由 Gl 有 5。c 守 0, 因此 c 一 0，G2 得 
证 

Green 函数 的 极 小 性 质 : 

定理 5.1《 极 小 性 质 )。 如 果 U(p; 加》 是 到 上 的 正 函 数 ， 在 
WW 一 {po} 内 调和 ,在 po 的 局 部 参数 邻 域 内 , 设 z 一 z(p) 为 局 部 
参数 ，z(po) 一 0， 有 


U(p, pr) = lg + 0 09 


其 中 U6 是 po 的 局 部 参数 邻 域内 的 调和 函数 。 对 于 这 样 的 函数 
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Ul(p; Po)， 总 有 | 
g(ps po) < U(p, po), 
证 明 。 对 任意 be Yo， 在 一 紧 集 外 为 0, 且 少 
lim[v(p) + log! 2Cp)|] +%，, 


作 涵 数 v(p) 一 a + e)U(p, po), 它 在 一 紧 集 处 小 于 0, 并 且 有 
lim(v (p) ~ (1+ eVU(p, 加)] 一 一 oo。 


注意 到 这 是 一 个 次 调和 函数 ， 应 用 极 大 值 原 理 , 得 到 
v(p) 一 (1 十 8)ICp，p) < 0, 
令 2 一 0， 则 有 v(p) < UC(p, po)， 取 上 确 界 后 便 得 到 
g(p, po) < UCp, po). 

定理 证 完 。 

极 小 性 质 的 推广 : 设 U《p, po) 除 上 面 假定 的 极点 po 外 ， 另 
外 还 有 极点 集 {p*}， 使 得 对 任意 关 ， 当 2 一 入 时 

Ulp, po) 一 十 co， 

则 仍 有 gCp, poe) 筷 UCp, po)。 

根据 极 小 性 质 知道 ,如 果 Riemann 曲面 所 存在 UCp, po)， 则 
g(p， po) 一 定 存 在 ,因而 克 是 双 曲 型 。 特别 当 WW 上 存在 非常 数 的 
有 界 全 纯 函 数 时 ,W 一 定 是 双 曲 型 的 , 因为 这 时 若 设 f 为 非常 数 的 
全 纯 函 数 ，| 上 和 M， 再 设 了 在 加 具有 nCn 之 1) 级 零点 ， 则 可 
定义 
2M 

UCp, po) — lH) — fpr 

于 是 我 们 知道 ,平面 的 有 界 域 是 双 曲 型 的 ,平面 上 边界 多 于 两 点 的 
单 连 通 域 也 是 双 曲 型 的 ， 

Green 函数 的 共 形 不 变性 : 

定理 5.2。 设 灰 和 全 为 共 形 等 价 的 Riemann 曲面 ， 

fw 二 网 

为 共 形 映照 ,一 fCp), 名 一 1 人 pr)、。 如 果 儿 5, 扣 ) 是 户 的 
Green 函数 , 则 g(p, po) 一 BCj(p), fCpo)) 是 WW 的 Green 水 数 。 
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证 明 ， 设 po 的 局 部 参数 邻 域内 的 局 部 参数 
z= z(p), z(po) = 0, P= fpo) 
的 局 部 参数 邻 域 内 的 局 部 参数 为 一 闪 办 ，2( 所 ) 一 0。 设 在 名 
的 局 部 参数 邻 域 内 ，$ 一 f(p) 具有 展开 式 
8 一 上 cs) 一 az 十 az 十 … ol 天 10， 
ECfCp)， fpo) 在 W 一 {po} 二 是 正 调和 的 ， 在 ps 的 局 部 参数 邻 
域内 


fp), 1(p0)) 一 g 让 TO 一 一 一 十 调和 函数 ， 


因此 根据 极 小 性 质 ，gCp, po) 存在 , 且 有 
gp, po) < ECfp), fCpo)). 
同样 从 道 映 照 三 :: 涂 一 到 出 发 ,得 到 
区 ( 方 , 加 ) < EC 三 ( 方 )， 三 (加 ))， 


此 即 
Cf(p), 1Cpo)) < glp, po). 


总 之 有 gCp, po) 一 区 六 加 )。 定 理 证 完 . 

最 后 讨论 Green 函数 在 理想 边界 的 性 质 如 下 。 

当 点 绢 趋 于 理想 边界 co 时 ,格林 函数 gCp, po) 不 一 定 有 极限 
值 0, 但 在 特殊 情况 下 , 我 们 有 下 述 有 用 的 定理 。 

定理 5.3。 如 果 Ww 是 平面 上 的 有 界 单 连 通 域 ， 则 格林 函数 在 
边界 上 的 值 为 0， 

证 明 。 我 们 要 证 明 , 对 任 一 边界 点 a, 当 z 一 a 时 

g(z, zo0) 一 0。 

经 过 分 式 线性 变换 ， 不 妨 设 a。 一 0，wW 在 单位 圆 内 ， 由 万 的 单 连 
通 性 ， 在 万 内 存在 单 值 的 对 数 分 支 vw 二 logz=w 十 iy, 把 
多 共 形 映照 为 半 平 面 * < 0 的 域 W'， 使 得 当 xz -> 0 时， 对 应 的 
# 一 一 20。 设 加 变 为 wo lg(z, z0) 变 为 W' 的 极点 在 am 的 
Green 函数 。 进一步 设 g&(w，xw) 为 半 平面 < 0 的 Green 天 
数 ,根据 极 小 性 质 , 当 z 一 0 时 ,对 应 的 zw 一 一 co， 有 


0 < glz, 20) gw, Wo) 一 — log ww 一 
wv 十 we 


一 0， 
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此 即 (zx, zo) 一 0。 定 理 得 证 ， 

推论 。 设 太 o， 丙 是 平面 域 ，BC 多 ， 如 果 多 是 瑟 的 单 连 
通 真 子 域 ， 则 对 应 的 Green 函数 go(z，zm) < gCz, 20)。 

证 明 ， 若 不 然 , 则 有 go(Cz，z) 一 g(x， zo)。 出 假设 W。 有 一 
边界 点 a€ WW，go(a, 20) 一 0。 因此 gs(c，zo) 一 0， 由 极 值 原 理 
8(z, 20) 一 0。 这 就 得 到 矛盾 。 


46 氟 物 型 Riemann 曲面 的 一 类 具有 
奇 点 的 调和 函数 


设 栈 为 一 个 抛物 型 Riemann 曲面 。 首先 我 们 应 该 注意 到 ， 
对 于 抛物 型 Riemann 曲面 ,最 大 值 原理 成 立 。 如 果 设 Ai 为 一 
个 局 部 参数 贺 , 则 WW 对 于 A 的 调和 测度 waz, 所 1 设 {G。 为 
WW 的 正则 域 穷尽 序列 ， ACGs， 1 一 1, 2 。 设 oo 为 G1 一 A 
对 于 边界 OA 的 调和 测度 ， 即 wo。 在 6G, 一 A 内 调和 ,连续 到 
边界 ,在 GA! 上 w, 一 1， 而 在 86。 上 w, 一 0。 根据 最 大 值 
原理 ， 对 任意 #, 在 C， 上 有 oo < 入 oo {ws} 是 一 个 单调 增 
的 正 调 和 函数 序列 ,而 根据 Harnack 引 理 ， 在 WW 一 Al 内 ， 当 
4 一 00 时, w, 内 闭 一 致 收敛 于 一 个 调和 函数 wm。 注意 到 每 一 个 
wm 可 通过 3A 对 称 开 拓 为 定义 于 9A, 的 邻 域内 的 调和 函数， 
县 开拓 后 的 os 在 BA, 的 一 个 邻 域内 一 致 收敛 。 因此 w 连续 到 
8A， 且 在 BA 上 w 一 1。 由 于 Ww 是 抛物 型 的 ,调和 测度 

WA, 1 
于 是 ， 在 一 A! 上 也 有 o 一 1， 因 为 否则 0 二 w 二 1， 在 
WW 一 A 上 应 用 最 大 值 原理 ,根据 调和 测度 的 定义 ,wa, 委 中 < 1， 
将 不 会 有 uz, 三 1。 于 是 调和 测度 序列 w， 当 ”一 co 时 在 
WW 一 A 的 任何 紧 集 上 一 致 收敛 到 w 至 1， 

另外 ， 由 解 特殊 的 Dirichlet 问题 ，W 一 A! 内 存在 有 界 调 
和 函数 wx， 连续 到 边界 OA， 在 9A, 上 一刀 是 预先 给 定 的 
连续 函数 ， 克 是 抛物 型 的 ， 这 样 的 调和 函数 是 由 边界 值 f 唯一 确 
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定 的 。 

下 面 的 关于 参数 圆 外 的 有 界 调和 函数 的 引 理 ， 对 于 抛 物 型 
Riemann 曲面 成 立 , 当 然 对 于 紧 Riemann 曲面 显然 成 立 。 

引 理 6.1。 设 厂 为 抛物 型 Riemann 曲面 。 固 定 一 点 po& W， 
A 为 以 po 为 心 的 参数 贺 。 设 z 一 xz(p) 为 局 部 参数 ,z(po) 一 0， 

一 {p:|z(p)| <1}, 对 于 0<7r<1,A,= {p:lz(p)| 一 了 }， 
国定 A, 一 {p:|z(p)| 二 p 二 1}。 设 # 为 W 一 A。 内 的 有 界 调 
和 函数 , 则 对 于 p 二 + < 1， 在 A, 的 边界 BA, 上 总 有 
| 来 du 一 10。 


注意 。 回 顾 一 下 《第 四 章 第 3 节 末 尾 ), 在 局 部 参数 sz 一 z(p) 
下 ， 
| *d# 一 -| Du jr ~ | re ra, 


6042, On 0 Or 
证 明 。 设 在 下 一 A, 内 1wx| 志 M。 对 上 面 讨 论 过 的 Gs 一 A; 
对 于 94A, 的 调和 测度 序列 o, 与 wu, 在 G, 一 A 上 应 用 Stokes 
公式 (参看 第 四 章 第 3 节 未 尾 公式 ), 得 到 


Bu so Bn 人 
CE Bn "On ) |, ke: Bn 1 


另外 有 
| Ges, 一 | des ds, 


ae。 On J9G6n On 


其 中 方 为 指向 G,。 一 A， 内 的 法 向 导数 ， 
我 们 知道 ,在 OA, 上 [Pd 1， 在 0G, 上 ws™—0 且 


Do ， 
On > 
因此 我 们 有 
Ou Om, ,| Do。 
辣 Bn 4 <ul|,. On + Ml), a 
| Gena 
zx || a 
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但 是 , 当 ?= 一 co 时 ws 在 6A, 的 邻 域内 一 致 收 伍 于 l， 因而 -22 
一 致 收敛 于 0, 上 式 取 极限 后 , 便 得 到 
| xd 一 一 | —ds= 0, 


es as， On 
引 理 6.2。 设 x(s) 在 圆 环 e 委 jz| 志 1 内 调和 , 且 在 圆周 
|z| 一 pop。 上 w 等 于 常数 .对 于 p 和 + 二 1, 设 
sr(2) 一 max u(z) 一 min nu(z2) 
是 “在 圆周 |z| 一 + 上 的 振幅 , 则 
za SE qr), 
其 中 glr》 仅 依赖 于 r, 且 当 +r 一 0 时 g(r) 一 0。 
证 明 。 经 变数 : 的 旋转 变换 后 ,我 们 假定 * 在 lz| 一” 上 的 
最 大 值 与 最 小 值 分 别 在 x 和 有 达到 ， 作 函数 - 
z(z) 一 u(z) 一 u(3), 
则 "(s) 在 上 半圆 环 fo 和 jz| 和 1，imz > 0} 内 调和 ， 在 实 轴 
及 内 半圆 周 上 “一 0， 在 外 半圆 周 上 v(x) 《wx)， 在 点 m 上 
vz0) = s(). . 
设 w(xz) 为 上 半圆 {|z| 二 1，Im zx 之 0} 对 上 半圆 周 |z| 一 1 
的 调和 测度 , 即 w(xz) 在 上 半圆 内 调和 ， 在 上 半圆 周 上 w 一 
在 直径 上 w 一 了， 我 们 知道 


wo 人 (一 全 (一 中， 


Ou 


其 中 &。 是 点 x 看 一 1, 1 的 夹 角 , 如 图 5.1. 由 极 大 值 原理 ,比较 v/ 
mn) 与 w， 得 到 

$4) < Zr — oals), 
“是 与 am 对 应 的 角 。 但 对 于 |zol 一 +，a 在 ir 点 达到 极 小 值 
am 一 2arctgr， 因此 

su) < (4 arctg ja(w)， 
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设 9(r) = 人 arctgr， 则 得 到 引 理 所 求 的 结论 ， 


现在 讨论 本 节 的 中 心间 题 . 

定理 6.3， 设 玉 为 抛物 型 Riemann 曲面 ， PE W, 取 定 名 
的 局 部 参数 邻 域 内 的 局 部 参数 z 一 zCp)，z(po) 一 0， 则 在 灭 一 
{pe} 内 存在 调和 函数 uC(p, po)， 使 得 wlp, po) 在 p。 的 任何 局 
部 参数 邻 域 之 外 有 界 , 在 ps 的 局 部 参数 邻 域内 

1 

z(p) . 
其 中 ww《(p，po) 是 调和 函数 , 且 当 p 一 po 时 wp, 加) 一 0. 

注意 ，u(p, po) 与 取 定 的 局 部 参数 z(p) 有 关 。 另 外 ， 在 证 
明 中 我 们 将 会 知道 ,定理 对 于 紧 Riemann 曲面 WW 也 成 立 ， 

证 明 。 取 局 部 参数 圆 A, = {p:}z(p)| < 1}， 设 

A 人 ,一 {p:jz(p) <r}, 0<r 一 1， 

对 任意 p， 0 二 pp 二 1， 由 解 柬 一 和 的 Dirichlet 问题 ， 在 
WC— Av 上 存在 唯一 的 有 界 调和 函数 Wp, 使 得 在 OA, 上 


us, 一 Re 


十 wo(ps po), 


up, po) 一 Re 


1 
z(p)” 
在 Ai 一 太 。 内 考虑 调和 函数 zw 一 Re pes 估计 它 在 9A， 
上 的 最 大 值 ， 应 用 引 理 6.2 得 到 ,对 p 二 + 二 1， 
1 1 
sy (w%—Re )< a (we 一 Re 二 (6.1) 
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四 (一 二) 时 
我 们 得 到 | 
$4) — < 9s ue) 十 2]。 (6.2) 


由 于 是 抛物 型 的 ,在 Ww 一 A。 内 最 大 值 原理 成 立 。 应 用 这 一 原 
理 得 到 
(up) < sup), 

结合 这 两 个 不 等 式 ,得 到 
24Cr) 十 二 

1 一 4(r)“ 
注意 到 4(r) 一 和 arctgr， 当 7 一 0 时 9(7) 一 0， 取 定 m<< 1， 
则 有 


nup) < 


2g(ro) 十 二 
1\ip < 委 一 -一 -一 一 一 ， 
ue) Se 1 — g(ro) 
将 此 式 代 人 (6.1) 式 后 得 到 

sy, fs 一 Re | (c+ 2)g(r), (6.3) 
其 中 c 是 与 ? 无 关 的 常数 。 

再 根据 引 理 6.1, 我 们 有 
8 (= ip (= Bue 人 re ) 10 一 
订 |， upCre)a0 |. 5; d0 一 0， 

因此 ,对 于 p 二 7 二 1， 积 分 平均 值 


2 
| ”we(ree48 一 常数。 


当 ， ->p 时 ， 注 意 到 ws(pe”) 一 Re pe 我 们 有 


1 
_ 40 = 0, 
pe'? 


2x 2x 
| ur(rei)d6 一 | Re 
9 . 0 
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于 是 ,对 于 p 二 + 二 1， 有 
| | re 一 Re -| d0 一 0 


由 此 推出 ，w, 一 Re 5 在 :Cp)| ”上 的 最 大 值 大 于 0， 最 
小 值 小 于 0， 由 (6.3) 式 得 到 


Imax | < (c+ 2)g(r), (6.4) 


现 取 序列 p，， pa 二 1，ps > pst1， pn 一 1， 作对 应 的 bpn’ 由 
(6.4) 式 , 当 po Ps 二 + 时 ,总 有 


max |uo,l < Ce + 2)gC7) 十 5 (65) 


uo— Re 


max| up, — ppsl E20 + 2)9(7), 


121= 


在 太一 A, 内 应 用 极 大 值 原理 , 则 在 Ww 一 A, 上 一 致 地 有 
lau) < (e+ 2)g(r) 十 二 ， 


| 一 po < 2C¢ + 2)g(7). 
由 于 当 + 一 0 时 g(r) 一 0， 因 此 调和 函数 序列 {w6,} 在 ww 一 A 
上 是 Cauchy 序列 。 于 是 在 Ww 一 {po} 上 存在 一 个 调和 函数 
k(p， Po)， 使 得 在 任何 WV 一 A0 < + < 1) 内 一 致 地 有 


limu,, = #, 


Ho 


并 且 由 (6.4) 式 得 到 . 
max | “一 Re - 加 (c+ 2)g(7), 
这 就 说 明 w 一 2 ) jz 加 点， 成 为 Al 内 的 调和 


函数 ， 且 当 p 一 pp 时 ww 一 Re 
到 ,对 任意 A,， 在 WW 一 A 内 

ld < (e+ 2)40r) + + 
即 * 是 有 界 的 调和 函数 定理 全 部 证 完 ， 
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一 0。 另外 ， 由 (6.5) 式 得 
0 


ee ee ee or a meee pee me 


$7 单 值 化 定理 及 其 证 明 


定理 ( 单 值 化 定理 )。 任何 单 连 通 Riemann 曲面 ， 共 形 等 价 
于 单位 圆 , 或 复 平面 ,或 Riemann 球面 。 

首先 , 设 A，C 和 人 C 分别 表示 单位 圆 、 复 平面 和 Riemann 球 
面 ， 则 这 三 个 典型 域 之 间 不 能 互相 共 形 等 价 。 这 是 因为 C 是 紧 
的 ，C 不 共 形 等 价 于 C 和 A。 由 Liouville 定理 , C 不 共 形 等 
价 于 A, 否则 映照 函数 将 是 常数 。 

定理 将 分 三 种 类 型 证 之 。 

单 连 通 的 双 曲 型 Riemann 曲面 共有 形 等 价 于 A， 

证 明 。 设 到 为 单 连通 双 曲 型 Riemann 曲面 , 取 定 po& W， 
及 po 的 局 部 参数 邻 域内 的 局 部 参数 z 一 z(p) ,zlpo) 一 0。 由 假 
设 存在 Green 涵 数 g(p, po)。 首先 我 们 用 第 三 章 $ 5 中 的 关于 
单 连通 Riemann 曲面 的 连贯 性 定理 ， 构 造 环 上 的 全 纯 函 数 f(p， 
po)， 使 得 |fCp, po)| 一 ee, 

对 任意 p€E 玉 ，p 产 如， 取 以 ?为 心 的 局 部 参数 圆 U。， gp, 
po) 在 Us 内 具有 调和 共 箔 h.。，，h 确定 到 相差 一 个 常数 ， 作 U。 内 
的 全 纯 函 数 
， f。 一 eetihe) 
对 于 po€ W， 存 在 以 po 为 心 的 局 部 参数 圆 U6。,,， 在 局 部 参数 
z= z(p) 下 

gCp, po) 十 log | z(p)| 
在 Um 内 调和 , 设 其 调和 共 斩 为 h,， 作 UV。 内 的 全 纯 函 数 
(2) 一 elelpspo)tlogls(p) +iha (ptlosA 2) 

这 样 一 来 ,对 任意 p€ WWW， 存在 一 族 {(U。, 大)}，{U。 是 WW 的 开 
覆盖 , 当 UNUVsg 产 gS 时 ,对 任意 f, fs 有 If/fsl 三 1， 因 此 在 
UNUs 内 ,，f。 与 fo 或 者 恒 等 ， 或 者 相差 一 个 模 为 1 的 常数 因 
子 ze 于 是 ,如 果 Von Vs 关 艺 , 则 在 UV。N Vg 的 分 支 内 ， 对 于 
给 定 的 和 ， 一定 存在 jp， 使 得 在 we Vs 内 有 一 fs。 由 单 连 
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通 Riemann 曲面 的 连贯 性 定理 ， 夸 上 存在 ( 单 值 ) 全 纯 函 数 fCp; 
Po), 使 得 fp, po)1U。 一 fs， 并且 | 
|f(p, po)! = e P09 < 1, 
在 户 的 局 部 参数 邻 域内 ,在 局 部 参数 xz 一 z(p) 下 ， 
fCp» po) 一 zp)e- ep tio ptihel, 

ip, po) 在 加 具有 唯一 的 单 阶 零点 。 

现在 证 明 , f(p, po) 是 一 一 映照 ， 即 要 证 明 , 对 任意 如 夭 po， 
当 pp flp, po) < fCp1, po). 

注意 到 |f《p, po)| < 1， 因 此 
)= 1629 to) 一 1p po) 

1— flp, po)fCp, po) 
是 所 上 的 全 纯 遂 数 ,FCpi, pi1) 一 0，F(po, p1) 一 一 fp1, Po)。 我 
们 要 证 明 , 当 且 仅 当 p 一 p, 时 F(p, P1) 一 0。 为 此 ,对 于 Green 
函数 g(p, Pp1), 设 对 应 构造 的 全 纯 函数 为 Kp, P.)， 则 

IKp, p)| = est, 

先 证 明 |F(po, p0)| 一 |f(po, p1)1|。 令 


1 
U(p, Pp) = log 一 -一 一 一 ， 
Cp» 2 ® TECp, po) 
则 由 Green 函数 的 极 小 性 质 ( 定 理 4.10)， 得 到 
g(p, p) 委 1 
由 这 不 等 式 便 得 到 
|RCp， p)| < |fCp, 9)1. 


以 pp 一 po 代 人 后 ， 并 注意 到 Fl(po, p1) 一 一 1(p1，po)， 我 们 得 
到 


Fl(p, pi! 


1 
og 一 一 一 一 一 。 
|F(p, po)| 


[fCp1, po)| < |f(po, p1)1, 
交换 po 和 pi 的 位 置 , 类 似 地 有 
[大 po p)| < | Co， po)1, 
总 之 便 有 
fp po)| = |f(po, p)1, 
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这 就 得 到 
PFCpo bo = |fipo, p01。 
这 一 等 式 说 明 ; ”Green 函数 具有 对 称 性 , 即 
glpis po) 一 gpo, p1), 
考虑 全 纯 函 数 F(p, p1)/fCp, 各)， 根 据 以 上 讨论 ,有 
| py | 过 1， Elpo pu | 一 1, 
f(p, p1) fCpo, Pp1) 
因此 ,根据 全 纯 函 数 的 极 大 模 定 理 , | FCp, p10)| 一 |iCp, Pp)|。 当 
且 仅 当 pp =p 时 F(p, pi1) 一 0。 因此 当 且 仅 当 pp 一 PP 时 
fCp, po) 一 flp, po) = 0， 
这 就 证 明了 映照 f(p, po 是 一 一 的 ， 
最 后 证 明 , 映 照 w 一 f(p, 名) 把 于 映照 到 单位 贺 
A 一 {fo:lol 一 1}. 

我 们 知道 ， 了 映照 w 一 fp, po》 把 所 映照 为 人 内 的 单 连通 域 
Wl， 由 Green 函数 g(p, po) 的 共 形 不 变性 ,在 映照 w= 用 p, po) 
下 ，W， 以 0 为 极点 的 Green 函数 为 6(w, 0) 一 pg， 与 
A 的 极点 在 0 的 Green 函数 相同 ,因此 由 定理 5.3 的 推论 , W. 一 
A。 即 w 一 藉 p，p) 把 W 一 一 解析 的 映照 到 人 上 ,Ww 共有 形 同 胚 于 
A 


单 连通 抛物 型 Riemann 上 曲面 共 形 等 价 于 C。 

证 明 。 设 本 为 单 连通 抛物 型 Riemann 曲面 ,由 定理 6.3， 对 
固定 的 po€ 不 ， 取 以 po 为 心 的 局 部 参数 圆 U。， 及 局 部 参数 
z= z(D)，z(po) 一 0,， 则 在 太一 { 加 上 存在 调和 函数 U(p, po)， 


DCp, p) 在 po 的 局 部 参数 贺 外 有 界 ,在 Us, 内 UCp,po) 一 Re 一 


| z(p) 
调和 , 且 当 ppo 时 VCp， po) 一 Re 一 一 一 0 
z{p) 


1 
z(p) 


在 U,, 内 ， 设 UCp, pn) 一 Re 的 调和 共 轿 为 hoa,» 作 
5。 一 {po} 内 的 全 纯 国 数 
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一 rl ,. 1 
a 一 Le po)— Re 了 十 ip | 十 


fo, 在 po 具有 一 阶 极 点 ,其 中 有 (po) 一 0。 

类 似 于 双 曲 型 的 证 明 , 利用 连贯 性 定理 ,在 W 一 {po} 上 在 
在 唯一 的 全 纯 函 数 f(p, po), 使 得 Ref 一 DGp, po) 在 po 具有 
唯一 单 阶 极 点 ,在 局 部 参数 圆 内 , 在 局 部 参数 z 一 z(p) 下 ， 


fCp, po) 一 一 了 十 oz 十 
Ref 一 U(p, po) 在 po 的 参数 圆 外 有 界 ， 


现在 我 们 要 证 明 , f 在 如 的 参数 圆 外 有 界 。 把 p。 的 局 部 参 
数 圆 内 的 局 部 参数 z(p) 换 为 一 iz(p)， 则 在 p。 的 局 部 参数 圆 


Us, 内 , U(p, po) 一 Re 2 是 调和 函数 , 且 当 p 一 po 时 ， 


U(p, po) 一 Re -一 > 0. 
z(p) 


作 它 的 调和 共 轿 名,， 使 得 乱 ,(po) 一 0。 定义 
= |U(p, po) 一 a i 一 一 
jelp) | (p, Po) 一 Re + ,Pp) | 十 了 
同 桩 我们 可 得 到 全 纯 函 数 (p, po)， 使 得 Re 了 一 U(p, po)， 在 
p。 具有 唯一 极点 , 且 有 展开 式 
jp, po) 一 二 十 pe 十 pp 
7 是 唯一 的 ，Re 一 U(p, po) 在 po 的 参数 圆 外 有 界 。 
我 们 首先 证 明 7 二 if。 因此 ，Ref 及 Imj/ 一 一 Re 和 
在 po 的 参数 邻 域外 有 界 ， 
由 于 U(p, po) 在 局 部 参数 圆 A, 一 {p ; |x(p)| 二 p} 外 有 
界 , 设 在 A。 外 有 Ref < M，Ref < M，。 这 时 在 A， 内 一 定 存 
在 一 点 pi 关 pp， 使 得 Re fp po) >> M, Reflpi, po)> M, pb 


可 取 在 argz 一 元 上 且 充分 搂 近 于 0 点 ， 这 样 ,对 A。 外 任何 点 
p， 都 有 fCp, po) 天 大 pi op)， 在 9A, 上 
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Re[Kp， po) 一 flpi, po0)] < 0， 
根据 幅 角 原理 , 在 A, 内 fp, po) 一 Kp po) 的 零点 个 数 等 于 极 
点 数 1, fp, po) 一 fpi, po) 仅 以 为 单 阶 零点 ， 同 理 , fp， 
po) 一 JCpi, po》 也 仅 以 pi 为 单 阶 零点 。 在 局 部 参数 := z(Cp) 
下 ; 设 zz 一 z《p1)， 作 函数 


F(p, pi) = f(p, po) 
Cp» p90 ™ Topy po) — fpr pO 


A +B+CG 一 2 十 


2& 一 2 

KF(p, pi) 一 jp, Po) 

j(p, 如) 一 jp,, ps) 

A 十 站 十 C(z 一 sz 十 … 

2 一 21 

F(p, py) 和 Cp, pt) 仅 以 pi 为 单 阶 极 点 ,在 A。 外 ,由 于 
|fCp, 名) 一 flpss po)| > Re flp, po) 一 Re f(p, po) 
> RefCpi, po) 一 M>0, 
因此 是 有 界 的 ， 同 理 , 这 也 是 有 界 的 ， 这 时 4F 一 A$ 一 定 是 
三 上 的 有 界 全 纯 函 数 , 因而 是 一 个 常数 。 代入 下 与 家 的 表示 式 
后 ,一 定 存在 一 个 线 分 式 变换 s， 使 得 了 一 (了)， 即 
7 一 oftp 

| rf+6" 
由 于 当 p 一 pp 时, f 一 了 一 co， 因 此 了 一 of 十 p。 再 用 1,? 
在 名 点 的 展开 式 代 人 ， 便 得 到 了 一 并 . 

总 之 ， 对 任何 给 定 的 认 ， 一 定 存在 亚 纯 函 数 Cp、 名 )， 仅 以 
pr 为 单 阶 极 点 , 留 数 为 1, 并且 fp, po) 在 po 的 局 部 参数 邻 域外 
有 界 。 丈 是 抛物 型 的 ,这 样 的 函数 fp, p。》 唯 一 确定 到 附加 一 个 
常数 ， 

现在 证 明 , 对 给 定 的 f(p, 如)， 存在 以 po 为 心 的 参数 贺 Ao， 
使 得 对 于 任意 py€ A。 及 对 应 的 fp, P1)， 总 存在 线 分 式 变换 s， 
使 得 f(p; p1) = si(p, po)), 
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事实 上 , 取 以 加 为 心 的 局 部 参数 圆 A, 使 得 在 人 外 有 
lH(p, p)| < M. 
又 取 AoCA， 使 得 对 于 Vpit Ao， 总 有 jCpis po)| > 2M。 内 此 
在 A 外 Kp, po) 一 fp', po) 关 0。 利用 辐 角 原理 ,在 入内 
flp, po) — fCp', po) 
的 零点 个 数 等 于 极点 个 数 1, 即 以 p， 为 单 阶 零 点 。 因 此 函数 


FE ,Pi1) =— 一 1(p， fp») 
Cp» p1) fCp, po) 一 flp1, po) 


在 WW 上 亚 纯 ， 仅 以 pi 为 单 阶 极 点 ， 且 在 pi 的 局 部 参数 邻 域外 有 
界 . 设 F 在 pp 的 留 数 为 4, 则 2 人 一 Kp, pi) 是 WV 上 的 有 
界 全 纯 函 数 ,因而 是 常数 。 于 是 ,我 们 有 线性 表示 式 


~ Fp PD) LB 
fp, pi) 4 十 了 


代 人 的 表示 式 后 , 则 得 到 线 分 式 变 换 s, 使 得 
fps pi) = s(f(p, po)). 
我 们 还 可 证 明 , 给 定 Kp, po), 对 任意 p1€ WW 及 对 应 的 fp， 
办 )， 存 在 线 分 式 变换 s, 使 得 fCy, p1) 一 sfp, 90)). 
因为 对 任意 pi€ WW， 存 在 连接 po 到 pi 的 路 径 Y， 在 7 上 取 
一 串 点 加 一 go， 9 dg 一 名， 使 得 对 于 一 1， 2，… :1354 在 
gi-t 的 局 部 参数 圆 内 , 且 存 在 线 分 式 变换 ss， 使 得 
flp, 9) = sfp, gq1-1)), 
取 * 一 so…'o5， 则 有 
大 Pb) = s(f(p, po))。 
现在 我 们 能 够 证 明 ，w 一 f(p, po) 是 一 一 上 映照， 对 任意 
pu€ WV， 我 们 要 证 明 ，f(p, po) 一 fp1, po)》 当 且 仅 当 p 一 各。 如 
果 fp, po) 一 Pi， Po)， 则 存在 线 分 式 变换 ;, 使 得 
fCp, p1) = s(fCp, po)) = sp 10)) = fpi, Pi) = %, 
而 所 是 fp, 户 ) 的 唯一 的 单 阶 极 点 ， 所 以 p= 一。 又 如 果 
一 六， 则 有 fl(p, po) 一 f(pi, po)。 
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总 之 ，w 呈 忒 p， po) 把 WW 共 形 映照 到 C 内 的 单 连通 域 C. 

G 的 边界 不 能 多 于 两 点 ,否则 G 和 了 琴 是 双 曲 型 的 ， 因 此 
G=C— {1w0}, 

经 一 共 形 映照 后 , G 共 形 等 价 于 C， 因 而 , 单 连通 抛物 型 Riemann 

曲面 WW 共 形 等 价 于 C, 这 就 是 所 要 证 的 结论 ， 

单 连通 紧 Riemann 曲面 共 形 等 价 于 CC， 

对 单 连通 紧 Riemann 曲面 W, 完全 同 于 抛物 型 Riemann 
曲面 的 情况 , 构造 fp, po)，w 一 蕊 p， 因 ) 把 球 共 形 映 照 为 忆 内 
的 单 连通 域 G6。 但 这 时 G 是 紧 的 ,因此 只 有 G == C， 即 ww 共 形 等 
价 于 CC, 

至 此 定理 证 完 。 这 定理 称 为 Klein，Poincare 和 Koebe 的 
一 般 单 值 化 定理 . 

对 任何 Riemann 曲面 WwW， 它 的 万 有 和 履 盖 曲面 ( 碎 , x)， 访 
总 是 单 连通 的 ， 因 此 存在 共 形 映 照 f: 太一 G, G 是 三 种 典型 域 
C,C 和 人 之 一 ， 如 果 xof"!:G 一 WwW 作为 投影 映照 ， 则 〈G， 
xof"!') 是 WW 的 万 有 覆盖 曲面 。 因此 我 们 总 可 以 假定 WV 的 万 有 禾 
盖 曲 面 是 G(G 为 C,C 或 A), 投影 映照 为 x, 即 (G, x) 是 多 

的 万 有 覆盖 曲面 , * 是 G 到 上 的 局 部 一 一 的 解析 映照 ， 
- 现 设 8 是 W 上 的 多 值 解析 职 数 ， 则 gex 是 G 上 的 多 值 解析 
水 数 ， 由 于 G 是 单 连通 域 ， 则 由 单 连 通 域 解析 开拓 定理 ，gox 在 
G 上 总 是 一 些 单 值 分 支 组 成 。 选 取 分 支 后 ,， gox 就 是 单 值 解析 函 
数 ， 这 过 程 说 明 ， 风 上 的 多 值 解析 函数 ， 总 可 以 通过 万 有 覆盖 曲 
面 , 变 为 平面 域 G 内 的 单 值 解析 函数 。 


$8 用 万 有 莉 盖 曲面 及 万 有 覆盖 变换 群 
构造 Riemann 曲面 


任何 Riemann 曲面 W 的 万 有 覆盖 曲面 (这 , x) 是 单 连通 
Riemann 曲面 , 其 中 投影 映照 x : 房 一 WW 是 局 部 拓扑 的 解析 映 
照 ， 
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根据 单 值 化 定理 ， 访 共 形 等 价 于 三 种 典型 域 C、C 和 A 之 
-~。 因 此 以 后 我 们 总 假定 访 = C，C 或 单位 圆 A。 

设 球 的 万 有 覆盖 变换 群 为 了， 

rT 一 {4 :A4 是 访 的 共 形 自 映 照 ，xo4 一 下， 

廊 有 覆盖 变换 4 都 是 线 分 式 变换 ,是 线 分 式 变换 组 成 的 群 。 

根据 第 三 章 定理 7.2, 对 任意 加 6 W， 

Tx(W, po). 
即 风 的 基本 群 与 万 有 覆盖 变换 群 同 构 。 xm(W, pe) 的 元 素 与 
x-!(po) 上 的 点 一 一 对 应 。 x-!(po) 是 遍 一 CC 或 A 内 的 孤 
立 点 集 , 因 此 x-'(po) 最 多 由 可 数 多 个 点 组 成 ,TT 和 xz.《W, po) 是 
可 数 群 ， 设 
了 一 { do， 4 A 4 

其 中 如 一 1，1! 表示 人 恒 等 变换 ， 

万 有 覆盖 变换 群 了 有 下 列 两 个 重要 性 质 : 

Fl1， 对 任意 4eT， 如 果 4 关 1,， 则 4 在 族 内 没有 不 动 

根据 这 一 性 质 ， 对 任意 p EW， 由 于 发 p) 上 任意 两 个 
. 点 ， 唯 一 存在 一 个 4 ET 把 其 中 一 点 变 为 另 一 点 ， 因 此 对 任意 
Zo 6 x (po) 》 有 

z 区 加) 一 {zoy 31 = Az0) ssi 400) 
在 放 上 对 于 任意 2 令 了 一 {Ai(z0) :i= 0,1, 2 并 称 
之 为 一 个 轨道 。 在 这 种 表示 下 ,对 任意 ze x-'(pp) 有 
x 区 加) 一 T,,, 

根据 覆盖 的 正则 性 , 回忆 到 对 任意 4;ET， 有 zxo4i 一 x， 我 
们 有 关于 工 在 成 的 间断 性 的 性 质 : 

T2， 设 ze 刺 ， TT 一 {zi 于 Ai(z0):i 一 0,1,2,.…} ,如 果 
ze x (po)， 则 WW 上 存在 以 po 为 心 的 充分 小 的 局 部 参数 圆 V,,, 访 
上 存在 以 z; 为 心 的 圆 了.,， 使 得 x1V,, : V.; 一 V,, 是 一 一 解 
析 上 映照, 并 且 当 ; 产 7 了 时 VoiNVs 一 名 ;对 i 一 0,1,2,…- 有 
A(V,,) = V,,, 
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现在 我 们 定义 轨道 空间 宵 /， 建 立 复 结 构 使 成 /T 成 为 

Riemann 曲面 ,证 明 成 /T 共 形 等 价 于 到; 即 
WT=W 

设 z€E 户 ,轨道 r。 是 一 点 集 ,利用 轨道 定义 一 个 等 价 关系 ; 
对 任意 zx， z2€ 房 , zx 等 价 于 zi， 记 为 aza， 当 且 仅 当 zx 和 2 
在 同一 轨道 F.。 利 用 这 一 等 价 关系 ,把 访 的 点 分 为 等 价 类 ， 对 
任意 xz6 遍 ，z 所 在 的 等 价 类 就 是 T,。 记 之 为 [z] 一 六 定义 

WIT= {[z] = T, : z € WB}, 
及 自然 投影 映照 
x: 房 王座/T， x*(g) = [z] 一 了 。 
对 任意 
[zl EW/IT, [zl = T= {z= Ailz) : i= 0,1,2,...}, 
设 zo€ xz:(p)，。 根据 性 质 T2， 对 任何 满足 T2 条 件 的 以 到 为 
心 的 圆 V,, 及 以 po 为 心 的 局 部 参数 圆 了 ,。， 定义 [zo] 的 局 部 
参数 邻 域 | 
Fr 一 {{z] : xz6 V,,}, 

则 多/ 成 为 拓扑 空间 ,而 且 是 Hausdorff 空间 。 

zk :了 ;一 0 是 一 一 对 应 ， 且 rx* 把 邻 域 一 一 地 上 映 为 邻 
域 ， 因 此 x* 是 局 部 拓扑 映照 。 诊 /F 一 x*( 访 ) 是 连通 的 . 

定义 宵 / 的 复 结构 ,局 部 参数 邻 域 取 为 Vl， 局 部 参数 映 
照 取 为 《xz*1V5) :To 这 样 永 / 成 为 Riemann 
曲面 。 自 然 投影 映照 是 局 部 一 一 的 解析 映照 ， 

现在 ,根据 投影 映照 zx : 谊 一 琴 ,me* :成 一 访 /T, 定义 映照 

ro :WB/T—>W, [xz] = Tm > x#({n]) = po, 
其 中 名 一 x(zo)。 这 是 一 一 映照 而且 是 解析 映照 , 因为 在 局 部 
参数 邻 域 Yu 内 及 局 部 参数 映照 z* 下 ,及 在 对 应 的 局 部 参数 
邻 域 V,。 内 及 局 部 参数 映照 x ! 下 ， 
wx lo(xonx*!)or* :Ve — Vs 

是 异 等 映照 ， 因而 是 解析 的 . 这 就 说 明 ，zxox* !: 访 /一 到 是 共 
形 映照 ， 房 /T 共 形 等 价 于 WW， 记 为 硝 代 一 W， 
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Riemann 曲面 按 万 有 覆盖 曲面 分 类 如 下 : 

Riemann 曲面 称 为 双 曲 型 的 ， 如 果 它 的 万 有 履 盖 曲 面 是 A， 
Riemann 曲面 称 为 抛物 型 的 , 如果 它 的 万 有 覆盖 曲面 是 C。 如 果 
万 有 覆盖 曲面 是 G， 我 们 则 称 之 为 构 圆 型 的 。 

我 们 后 面 将 按 Riemann 曲面 的 类 型 及 覆盖 变换 群 ， 分 别 讨 
论 其 具体 构造 ， 

根据 奢 一 应 可 直接 推出 ，Riemann 曲面 具有 可 数 基 ， 
即 歼 具有 可 数 多 个 参数 圆 组 成 的 开 覆 盖 ， 由 此 可 以 构造 下 的 一 个 
三 角 前 分 , 即 Riemann 曲面 的 可 三 角 剖 分 性 ， 这 就 是 Rad6 定 
理 ， 

映照 在 万 有 覆盖 曲面 的 提升 ,作法 如 下 : 

我 们 只 讨论 双 曲 型 Riemann 曲面 的 情况 ， 设 环 和 厂 , 为 
Riemann 曲面 ,万 有 覆盖 曲面 分 别 为 《A, *) 和 (A, x1), 覆盖 变 
换 群 分 别 为 和 IT,， 设 f: 厂 -> WW 为 解析 映照 我们 要 提升 
为 解析 上 映照  : A 一 入， 

取 定 如 和 go 一 fp), zo€ mp) 和 m= x-!(go), 7 定义 
如 下 : 对 任意 zs€ A， 设 了 为 连接 zm 到 z 的 路 径 , 经 映照 < 后 ， 
对 应 的 7 一 r(F) 为 连接 入 到 所 的 路 径 , 再 经 映照 f 后 , 对 应 的 
o 一 fy) 为 连接 go 到 4 的 路 径 ， 最 后 以 x 为 起 点 提升 c 为 65,5 
为 连接 mw 到 « 的 路 径 。 这 样 ，zF > x 定义 一 个 映照 :A 一 人. 
不 难 验证 了 的 定义 是 合理 的 , 且 ? 也 是 解析 函数 ，}(zo) 一 ww 

?7 称 为 的 提升 。 它 具有 性 质 产 rp) 一 (9):9 一 fp). 

如 果 f: WW 一 WW 是 共 形 映 照 ， 则 f 的 提升 1:A->A 也 
是 共 形 映照 ， 即 线 分 式 变换 。 这 时 对 任意 4ET, JoAof-!e Ti 
且 有 T 一 777"!, 即 T 和 了 是 共 元 的 ， 

共 形 等 价 的 Riemann 曲面 其 万 有 履 盖 变换 群 是 共 斩 的 
反之 ,如 果 万 有 覆 盖 变换 群 共 乞 , 则 Riemann 曲面 共 形 等 价 ， 

对 于 双 曲 型 Riemann 曲面 W ,其 万 有 覆盖 x :A 一 W， 有 
时 也 用 上 半 平 面 品 代替 A， 作 共 形 映照 g : U 一 A， 
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则 reg : U 一 W 也 是 亚 的 万 有 覆盖 。 这 两 个 万 有 覆盖 粘 面 是 等 
价 的 ， 如 果 < : A -> W 的 万 有 履 访 变换 群 是 T, 则 xo8g U0 一 WW 
的 万 有 罗 盖 变换 群 为 共 斩 群 

sg 'Tg= {eAg: AeT}. 


$ 9 线 分 式 变换 的 类 型 与 不 动 点 


万 有 履 盖 变换 是 CC 或 单位 贺 和 的 共 形 自 映照 ,都 是 线 分 
式 变换 , 礼 荡 变 痪 群 则 是 线 分 式 变换 群 的 子 群 . 
线 分 式 变换 4 : C 一 C 的 一 般 形式 为 


A = + b ad — be x 0, 
cz++d 


其 中 a,6b, c,dEC, 我 们 通常 总 规范 化 4, 使 得 ad 一 0c 一 1， 
和 矩阵 
人 
cd 
称 为 线 分 式 变 换 4 的 矩阵 表示 , 这 时 4 5L(2,C)， 我 们 将 用 辣 
一 个 4 表示 线 分 式 变换 及 其 和 矩阵 表示 。 

所 有 线 分 式 变换 组 成 一 个 群 , 用 w(C) 表示 之 ， 其 中 乘法 定 
义 为 4B 一 4oB， 逆 元 素 47! 即 为 4 的 逆 变 换 ， 了 表示 恒 等 变 
换 。 

线 分 式 变换 4 与 召 称 为 共 簿 的 ， 如 果 存 在 线 分 式 变换 M，, 使 
得 B 一 MAM-'。 这 样 的 共 辆 定义 一 个 等 价 关 系 ， 利 用 共 斩 关 
系 ,我 们 可 以 把 线 分 式 变换 分 成 共 轿 类 ， 

A 与 8 一 MAM-' 具有 一 个 重要 性 质 设 集 E,， PFCC， 
A(E) 一 FF,， 则 BM(E) 一 BM(F)。 这 常用 于 简化 线 分 式 变换 
的 几 全 性 质 的 研究 ， 

线 分 式 变 接 的 类 型 
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一 般 的 线 分 式 变换 4e pCC) 最 多 有 两 个 不 动 点 ， 不 动 点 是 
方程 
az+b 
的 根 。 为 解 这 方程 ,把 它 化 为 二 次 方程 
cz 一 (一 由 xz 一 5 一 0， 
这 方程 的 判别 式 (也 称 为 4 的 判别 式 ) 是 
D=(a— d+ 4bc=(a td}— 4(ad — be) 
一 《a+d)—4, 
” 当 且 仅 当 D= 0 时 4 仅 有 一 个 不 动 点 ,其 中 ¢ 关 0 时 ,不 动 点 


z 一 “于 当 c 一 0 时 ,不 动 点 z 一 oo。 
当 且 仅 当 DX 0 时 4 有 了 两 个 不 动 点 ,其 中 ce 兰 0 时 不 动 点 为 
a— d+ VD 
2r5 。 


A(z) 一 2 (ad 一 pc 一 1) 


2 22 一 
当 。 一 0 时 ,两 个 不 动 点 分 别 是 一 一 二 二 和 入 一 %， 
线 分 式 变换 4 称 为 抛物 型 的 ,如 果 4 只 有 一 个 不 动 点 。 
抛物 型 变换 的 典型 式 ， 作 抛 物 型 变换 4 的 共 施 ， 当 不 动 点 
5 天 co 时 , 取 线 分 式 变换 Mo， 
1 


Mo(z) 一 9 


ZO— 
当 入 一 oo 时 取 M, 一 1， 则 A 共 罗 于 T= MoAMry!'，,T 仅 以 
无 穷 为 不 动 点 ,了 必 具 有 形式 

T(z)=z+b ,6b 0, 


再 取 


Mi(z) 一 pe 


则 工 共 轿 于 7, == M,T M7!, 于 是 4 共 示 于 刀 一 MAM"'!, M 一 
MMo，T 具有 典型 式 
T(x)=2+1, 
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典型 的 抛物 型 变换 个 (z) 一 z 十 1 是 一 个 平行 移动 。 和 把 平行 
于 * 轴 的 直线 (应 看 作 通 过 不 动 点 oo 的 阐 周 ) 变 为 自身 ， 这 种 直线 
是 T, 的 不 动 直线 。 所 有 不 动 直线 组 成 不 动 直 线 族 。 与 所 有 不 动 
直线 正 交 的 直线 组 成 不 动 直线 族 的 正 交 族 , T, 把 正 交 族 中 的 直线 
变 为 族 中 的 另 一 直线 ， 参 看 图 5.2, 其 中 实 直线 是 不 动 直线 ， 


图 5.2 图 5.3 


对 于 一 般 抛物 型 变换 4， 不 动 圆周 族 是 相互 切 于 不 动 点 的 加 
局 族 。 相 互 切 于 不 动 点 , 且 与 不 动 圆 启 族 正 交 的 圆 局 ,组 成 不 动 加 
周 族 的 正 交 族 。4 把 正 交 族 中 的 圆周 变 为 族 中 另 一 圆周 。 不 动画 
周转 成 的 贺 称 为 抛物 型 变换 的 不 动 贺 ， 参 看 图 5.3, 其 中 实 圆周 是 
不 动 回 周 。 | 

如 果 线 分 式 变换 4 具有 两 个 不 动 点 ， 刚 4 是 非 抛物 型 的 ， 这 
时 判别 式 DD 一 (a 十 4 一 4 和 *0。 设 4 的 不 动 点 为 ms zs 作 
变换 MM， 


多 -一 2 
M (zs) 一 1, gz2 < 00，M(s) 一 :一 2 2 一 00; 
& 一 2 


则 4 共 轿 于 Tx 一 MAM "1，Tx 以 0 和 oo 为 不 动 点 ， 因 此 Tk 有 
表示 式 
Tr(2) = Kz, K = 1e9, K x 0,1, 
.4 称 为 椭圆 型 的 ,如 果 天 一 。“，4 共 罗 于 典型 变换 To， 
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To(z) = eibz, ed 1 

对 于 Te， 以 不 动 点 0 为 心 的 圆周 为 不 动 贺 周 ， 组 成 不 动 图 
周 族 。 通 过 不 动 点 0 和 oo 的 直线 组 成 不 动 圆周 族 的 正 交 族 ,Ts 把 
正 交 族 的 圆周 变 为 族 中 另 一 圆周 , 参看 图 5.1, 其 中 实 贺 周 是 不 动 
圆周 。 

对 一 - 裔 的 椭 贺 变换 4， 不 动 圆 周 包 含 一 不 动 点 在 内 部 , 另 一 
不 动 点 在 外 部 ， 两 不 动 点 关于 不 动 图 周 对 称 ( 反 演 )。 所 有 不 动 图 
周 组 成 不 动 圆周 族 . 通过 两 不 动 点 的 圆周 组 成 不 动 圆周 族 的 正 交 
族 . 4 把 正 交 族 中 的 圆周 变 为 族 中 另 一 网 周 。 不 动 贺 周围 成 的 贺 
称 为 椭 品 变换 的 不 动 加 ， 参 看 图 5.5, 其 中 实 贺 局 是 不 动 圆周 . 


图 5.4 图 5.5 


4 称 为 双 曲 型 的 ,如 果 K 一 2， 0 二 4 二 00,4 志 1。A4 共 饭 
于 典型 变换 7 
T(z) = 42, 
再 作 变换 M(s) 一 二 ， 则 T 共 思 于 Tw 一 MTiM"'。 因 


此 ,可 在 典型 变换 T， 中 假定 904 二 1 或 1<1 < oo, 

对 于 Ti, 通过 不 动 点 0 和 co 的 直线 是 不 动 直线 , 组 成 不 动 直 
线 族 。 以 不 动 点 0 为 心 的 圆周 组 成 不 动 直线 族 的 正 交 族 , T， 把 这 
族 中 的 圆周 变 为 族 中 另 一 圆周 。 参看 图 5.4， 其 中 虑 直线 是 不 动 
直线 ， 

对 一 般 的 双 曲 型 变换 4, 通 过 两 不 动 点 的 贺 局 是 不 动 圆周 ,组 
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成 不 动 圆周 族 ， 与 不 动 圆 周 族 正 交 的 圆周 族 组 成 正 交 族 ， 这 族 中 
的 圆周 包含 一 个 不 动 点 在 其 内 部 ， 另 一 不 动 点 在 其 外 部 ， 且 两 不 
动 点 关于 圆周 对 称 ( 反 演 )。4 把 正 交 族 中 的 贺 周 变 为 族 中 另 一 贺 
周 。 不 动 贺 周转 成 的 圆 称 为 双 曲 变换 的 不 动 较 。 参 看 图 5.5, 其 中 
虚 圆 周 是 不 动 圆周 。 

4 称 为 斜 驶 型 的 ;如 果 Tk 一 ez，1 关 0,1，e8 关 1 

斜 肤 型 变换 4 没有 不 动 圈 。 

线 分 式 变 换 的 类 型 可 用 变换 的 迹 来 判别 。 

对 线 分 式 变换 4， 

az+b 


A(z) = © 
人) cz 十 dd 


我 们 定义 变换 4 的 迹 为 其 矩阵 的 迹 sr(47): 
[tCAF = (a + dy)’, 
这 时 , 4 的 判别 式 D = trx(A) 一 4. 
容易 验证 , 迹 是 共 罗 不 变量 , 即 
[trCMAM OY = [trCA)Y’, 

其 中 不 一 定 是 规范 化 表示 的 矩阵 , 

定理 9.1. 设 4，8 为 两 个 非 恒 等 的 线 分 式 变换 , 则 4 与 B 共 
轰 , 当 且 仅 当 


ld 一 pc 一 1， 


tr(4) = tr:(B)., 
证 明 ， 由 于 述 共 轿 不 变 , 我 们 只 和 需 证 有 明 , 如 果 
tr A) = tr(B), 
则 4 共 斩 于 8B。 我 们 已 经 知道 ， 线 分 式 变换 共 轿 于 典型 变换 Tk 
T(z) 一 z 十 1，KK 一 1 《抛物 型 ); 
Tx(z) = 二 Kz，K 志 1 非 抛 物 型 )。 
Tx 的 矩阵 表示 为 
[vx ， 


Tk 一 
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men te .ee 2m OR Ra met eh 


因此 
1 
tr(Tr)= 二 十 一 十 2, 
K) RK 


如 果 4 共 绝 于 Tk,，B8 共 罗 于 Tx, 由 于 tr(4)= tr《B8), 我 
们 有 
K+i+2=K++2, 
K K 


由 此 推出 K, 一 或 K, 一 二 ， 我 们 已 经 知道 ,如 果 取 


M(s) 一 二 ， 


则 Tvx 一 MTxM™'， 即 Tx 与 Tyx 共生 , 因 而 4 与 有 共 叔 . 定 
理 证 完 . 
根据 这 一 定理 我 们 知道 ,所 有 担 物 型 变换 是 共 罗 的 ,因为 由 判 
别 式 D 一 tc 人 4) 一 4 一 0，tr(L) 一 4， 
定理 9.2， 设 线 分 式 变换 4 关 了 ， 则 
1”4 是 抛物 型 的 , 当 且 仅 当 te(C4) 一 4; 
2” 4 是 椭圆 型 的 , 当 且 仅 当 0 志 t2(4) < 4; 
3° 4 是 双 曲 型 的 , 当 且 仅 当 4 一 tr(4) < co 
4"” 4 是 斜 驶 型 的 , 当 且 仅 当 te) 六 [0，oo)。 
证 明 ， 如 果 1° 一 3° 成 立 , 则 4° 是 自然 成 立 的 。 
1” 是 显然 的 ,我 们 已 经 知道 , 4 是 抛物 型 的 , 当 且 仅 当 
D= tr(A)—4= 0, 
在 定理 9.1 的 证 明 中 指出 ,对 非 抛物 型 变换 4 共 斩 于 Tx(K < 1)， 
并 且 
tA)=K+ 站 + 2， 
Tk 与 Tux 共 思 e， 
2” 如 果 4 是 椭 贺 型 的 , 则 天 一 of e” 疡 1、 因而 cos6 关上 。 
这 时 
0<t(4) 一 2 十 2cos6 二 4， 
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反之 ， 如 时 0 达 tr《(A) 二 4， 则 方程 tr?(Tx) 一 2 十 2cos9 有 解 
K 一 ce ，ce 3 根据 定理 9.1 ,4 共 轿 于 Tk 或 Tuk: 开 一 698, 因 
此 4 是 椭圆 型 的 . 

3” 如果 4 是 双 曲 型 的 , 则 K= 4, 0 过 4<=<0%0, 1 二 1。 


4< te 一 2 十 二 十 2<<oo。 


到 之 ,如 果 给 定 4 二 TT) < co， 则 方程 
1 十 寺 十 2 一 tr(Tx) 


#1 4 < 1。 根 据 定理 1，4 共 斩 于 Tx 
或 Tyx、4 是 双 曲 型 的 。 证 完 ， 


$ 10 单位 圆 内 的 线 分 式 变换 与 非 欧 几 何 


双 曲 型 Riemann 曲面 的 万 有 履 盖 变换 群 是 单位 圆 内 的 线 分 
式 变换 群 的 子 群 。 
单位 圆 入 到 自身 的 线 分 式 变换 ,一 般 形 式 为 


w= A(z) 一 cia [一 地， a€ A, 0 和 cc 王 2 
一 4z 


所 有 这 样 的 线 分 式 变换 组 成 的 群 ， 记 之 为 HCA)， 其 中 乘法 定义 
为 : 对 任意 4，Be H(A)，48 一 408, 4 的 逆 4 即 为 4 的 道 
变换 。 与 HCA》 共 轿 同 构 的 有 上 半 平 面 U 的 线 分 式 变换 群 


HU = {4 ~ Eb: 0, b, es dER, od— be> 0). 
C% 


通过 变换 M :UU 一 A 

i ， 

“+i 

HD) : 与 H(A) 共 轿 ，H(U) 一 MH(A)M™ 
H(A) 和 EC) 称 为 非 欧 运动 群 , A 和 UU 称 为 非 欧 平 面 . 
我 们 主要 讨论 H(A)， 通过 变换 M:U 一 A， 一 切 概念 都 可 
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搬 到 H(V》 和 UV 上 . 

注意 到 和 是 不 动 贺 ，H(A) 具有 下 列 性 质 : 

1) HCA) 中 不 包含 斜 驶 型 变换 ; 

2) HCA) 中 的 椭圆 变换 ,一 个 不 动 点 在 A 内 ,一 个 在 4 外 ;两 
不 动 点 关于 9A 对 称 ( 反 演 ); 

3) 五 (A) 中 的 抛物 变换 ， 不 动 点 在 9A 上 ， 不 动 贺 周 在 人 
内 ，, 在 不 动 点 内 切 于 9A; | 

4) H(A) 中 的 双 曲 变换 ,两 不 动 点 在 OA 上 ,不 动 圆周 为 通 
过 两 不 动 点 的 圆周 . 

现在 ， 引 入 入 的 非 欧 度量 ， 对 任意 4€E H(A), w = 4A(*)， 
对 任意 zeA 和 wo 一 A4(zo)， 由 4(z) 的 一 般 表示 式 , 我 们 有 


到 Wo 一 eia 2 一 oo 
1 一 Wo 1 一 2 
等 式 两 边 取 绝对 值 后 得 到 
| Ww wo 儿 -一 0 
1 一 Wo 1— Zo% 


令 z 一 % 时 ww 一 ww， 则 得 到 对 w 一 4(z) 不 变 的 微分 式 
_ldzs| _ _ldA(Cz)| 
1— izP 1 14(C2)l” 
我 们 引信 度量 
ds 21dz| ， 
1 — |zl’ 
并 称 之 为 A 的 非 欧 度 量 或 双 曲 度量 ,简称 佬 -度量 。 它 是 对 任何 
变换 4€ HCA) 不 变 的 , 即 对 H(A) 不 变 的 度量 . 
通过 变换 M :0 一 A, “一 MH(z)，A 的 万 -度量 变 为 也 的 
五 -度量 


ds [二 zf Im M(z) EU, 


在 五 -度量 下 ,两 点 间 的 距离 可 如 下 求 得 : 
设 o, bE A，7 ; [0, 1] 一 全 是 A 内 以 4 为 起 点 ,5 为 终点 的 
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TH ee ei wae eT peep ree em em ere 


re 


可 微分 曲线 ，: 一 Yo)， 则 7 的 玉 - 长 度 定义 为 
217(o)| 
eld rere 
a，b 的 于 -距离 , 记 为 [a, 6], 定义 为 
[a,6] 一 inf{A7) :7 为 A 内 连接 4 到 4。 的 逐 段 可 微 的 曲线 }. 
由 于 必 Y) 经 H(A) 中 的 变换 不 变 , 取 定 4€ H(A),， 使 得 
A(a) 一 0，A(b) 一 +,，0 < 二 ?< 二 1，A(z) 有 表示 式 
A(s) = or, 
上 一 GZ 
则 经 4 变换 后 ，[a, 5] 一 [0, r]。 现在 , 设 7 为 连接 0 到 7 的 逐 
段 可 微 曲线 ,我 们 有 


(一 |， 于 di > 27 0) zi| 


一 17 1 一 (Ce) 
r 24d7(#) log 上 士 ; 工 十 了 > log 1+r 
ol1 CO— 7(#) 1—r 1—r" 


如 果 取 Y(o 一 tr, 1& [0, 1]， 即 7 是 连接 0 到 + 的 直线 段 , 则 上 
面 的 等 式 成 立 ， 因 此 


[0, r] 一 log 7 
经 4 变 回 到 a, 5 后 ,得 到 
[0 6] ~ log 1 + 1 — ol/l1— a6| 


1— 16— eal/ll— 421 

在 这 一 过 程 中 可 以 看 到 ,连接 。 到 “的 短程 线 , 即 测 地 线 ， 是 
通过 a, 8 而 正 交 于 6A 的 圆 弧 在 4 与 4 中 间 部 分 , 它 的 已 -长 度 
等 于 [a, 5b]1. . 

人 内 正 交 于 6A 的 圆 弧 称 为 非 欧 直线 ， 简 称 奢 直 线 ， 过 两 
点 a, bE A 存在 唯一 的 玉 - 直 线 。，H- 直 线 在 4 与 5 中 间 部 分 称 为 
全 线段 , 简 记 为 H-ao5，H-ab 的 H- 长 度 就 等 于 [a, 6b], 

已 -距离 具有 欧 氏 距离 的 性 质 , 同 样 有 三 角 不 等 式 

[ze，zz] < [zo0, zj] 十 [zi，z2]， 

且 等 号 成 立 ， 当 且 仅 当 z0， zi 和 z; 在 同一 到 -直线 上 , 且 入 在 ze 与 


se。 1 。 


2 中 间 。 . 
事实 上 ,经 HCA) 的 变换 后 ,不 妨 假 定 
zo 0, i= rr > 0), x2 — ?ree, 


要 证 的 三 角 不 等 式 化 为 


其 中 


我 们 要 求 出 当 记 和 +: 固定 (09<2x) 时 1 的 最 大 
值 。 由 于 不 等 式 左 边 是 1+| 的 单调 增 函 数 ,因此 ， 只 要 对 1| 的 最 
大 值 证 明 不 等 式 即 可 。 

变换 


1 一 1(2) 一 六 
1 一 7 


把 实 轴 变 为 实数 ， 把 圆周 |z| 一 +。 变 为 圆心 在 实 轴 上 的 圆周 ， 
一 r; 变 为 一 ee， 它 的 模 是 圆周 |z| 一 +; 的 象 的 模 的 最 大 


值 。 因 此 当 |z| 一 时 |z| 达到 最 大 值 
1 mm tn 
1 士 rar 


这 时 
1 十 | 才 lt+tr ,ltr 
1 一 了 | 1 一 rr 1 一 ri 
由 此 即 得 到 三 角 不 等 式 , 而 且说 明 等 式 成 立 ， 当 上 且 仅 当 三 点 在 H- 
直线 上 , 且 xz 在 za 与 2 中间， 
有 了 非 欧 平面 A(7) 及 非 欧 运动 群 H(A)CHC(U))， 我 们 便 
可 以 讨论 非 欧 几何 。 在 非 欧 几 何 中 ， 几 乎 所 有 欧 氏 平面 几何 的 概 
念 及 结论 , 除 与 平行 公理 有 关 者 外 ,都 可 搬 到 非 欧 几何 中 ， 
在 人 平面 的 非 欧 几 何 中 ,两 条 已- 直线， 如 果 相 交 ， 则 交 于 一 
点 。 但 是 过 五- 直线 外 一 点 , 则 有 多 于 一 条 的 互 -直线 与 原来 的 并 - 
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直线 不 相交 。 

以 点 a, 5 和 < 为 顶点 的 昌 - 三 角形 , 它 的 三 个 边 为 H-a6, H- 
和 H-ca， 以 ma(e A》 为 心 ,半径 为 的 是 -圆周 与 #- 回 ， 则 
分 别 是 {zx : [zx, z0] 二 7+} 与 {x : [z, zol 一 了 

昌 - 三 角形 的 面积 公式 ,可 求 之 如 下 ，。 

设 E CA 为 可 测 集 , 则 E 在 态 - 度 量 下 的 五 -面积 为 

H-Areal(E) 一 | | 一生 可 drdy, 2 二 x 十 iy, 


如 果 E CU 或 通过 变换 M :U0 一 A 变 为 0 的 集 ， 则 在 的 
电 - 度 景 下 ， | 


H-Area(E) 一 | dxdy xs 一 十 29， 
[Imz] 


对 于 任何 日 -三 角形 a be， 设 顶点 a，5，c 对 应 的 角 为 @， 6， 
7Y， 则 关于 已 -三 角形 abc 有 五- 面积 公式 : 
H-Area(abce)—x— (ot+B+7). 


因此 , H- 三 角形 的 内 和 角 和 小 于 =， 
证 明 这 一 公式 时 ,我 们 可 以 假定 防 - 三 角形 abc 在 UV 内, 
考虑 特殊 三 角形 abc, 其 中 c 一 ,7 一 0。 经 H(U) 中 的 
变换 后 ,可 以 假定 。, 6 在 半圆 周 |z| 一 ! 上 。 参 看 图 5.6, 


stl3， 


我 们 有 面积 公式 
H-Area(abc) 一 [ 


cosp 


[|| | dr ~ — (e+p). 


vay 


cos(x—0) 


对 于 一 般 的 右 - 三 角形 epc， 如 果 < < oo0， 则 延长 边 恕 - 线 
段 ac 交 60 于 d, 经 -变换 把 d 变 为 co, 再 经 及 -变换 把 o,b 变 
到 半圆 周 1z| 一 1 上 ， 则 互 -三 角形 obe 的 面积 等 于 两 特殊 HH- 
三 角形 abd 与 bcd 面积 之 差 (参看 图 5.7)， 由 此 便 得 到 石 -三 角 
形 的 面积 公式 ， 


$1l1 Klein 群 与 Riemann 曲面 


在 这 一 节 中 ， 我 们 引入 Klein 群 的 概念 ， 指 出 如 何 用 Klein 
群 构 造 Riemann 曲面 , 

设 了 为 线 分 式 变换 群 aCC) 的 子 群 ,对 任意 4 ET 了， 我 们 总 
假定 具有 规范 化 表示 式 


pb 
A 一 2 十 dd 一 5 一 1。 
(2) cz+d’ 


4 的 矩阵 表示 构成 SLC2, C) 的 子 群 ， 
定义 ， 称 了 在 xmeC 是 间断 的 (或 不 连续 的 )， 如 果 zx 的 稳 
定 化 子 群 


"et 


To, = {AET :A(zo) 一 zt 


是 有 限 的 ， 旦 存在 2o 的 邻 域 了 使 得 
4(7) 一 下， 对 任意 4e Ts 
AC(VD)NV 一 gj， 对 任意 4cT 一 T。。 
同时 称 % 为 了 的 间断 点 、T 的 所 有 间断 点 组 成 的 集 , 记 之 为 2(T7 
或 8。9 是 开 集 , 且 对 任意 4cET， 有 4(98) 一 2， 即 9 是 了 不 
变 的 开 集 , 
令 4 一 A(T) 一 C 一 Q(T), 并 称 为 T 的 极限 集 。 和 是 闭 集 ， 
且 对 任意 4cT， 有 4A(4) 一 4， 即 A 是 T 不 变 的 闭 集 ， 
定义 ， 如果 8(T) 了 名 ， 则 TT 称 为 Klein 群 ， 
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附注 .在 x 间断 , 根据 定义 F.。. 是 有 限 群 ， 且 在 了 内 间断 ， 
了 为 z 的 邻 域 ， 了 是 双 曲 型 的 。 设 <。:A 一 了 为 万 有 覆盖 曲 
面 ， xo(0) 一 z0。 对 任意 46 T,,, ACV) 一 了 ， 提 升 4 为 
7 :A 一 A 人 ， 
使 T(0) 一 0， 
T 一 ro loAormo。 
所 有 的 提升 了 组 成 一 个 有 限 群 只 ， 由 于 7 以 0 为 不 动 点 , 有 
表示 式 T(C) 一 和 根据 群 如 的 有 限 性 ， 0 一定 是 有 理 数 . 


设 最 小 的 有 理 数 为 工 元 ， 则 是 由 TC(6) = * 生成 的 循环 群 . 


对 于 充分 小 的 7 > 0, 设 D 为 15| <r 在 zw 下 的 拓扑 象 ， 则 在 
DD 内 VA€ET,, 共 恩 于 有 理 旋 转 
Tilodoxo :一 ee i, R=0,1,2,..,m—1., 

总 之 ,对 于 工 在 am 的 间断 性 的 定义 中 ， 了 可 换 为 充分 小 的 共 
形 圆 D, T, 在 D 内 共 形 共 力 于 入 的 有 理 旋转 生成 的 循环 群 ， 

如 果 Ts < {1}， 则 w% 是 T 中 有 理 椭圆 变换 的 不 动 点，Ts。 
是 有 理 椭 贺 变 换 生成 的 有 限 循环 群 。 

间 汤 性 的 等 价 定义 。 群 在 x 是 间断 的 ,如 果 z 的 稳定 化 于 
群 是 有 限 的 ， 而 且 存在 z 的 一 个 邻 域 了 7 共 形 等 价 于 图 

D0) 一 人 < 了， 
使 得 对 任意 4e T,。 4 在 V 内 共 形 共 斩 于 有 理 旋转 
Eye (K= 0,1,.,mO— 1), 

即 对 任意 A4 ET,,。， 有 交换 图 表 : 


了 V 


To Ee Xo 


Emem & 
D0) D,(0) 
其 中 zo; 了 一 D,(0) 是 共 形 映照 ，z(0) 一 z。。 另 外 
AC(V) = V, VAET,,; 


silse 


A(V)NV = 2, VAET—T,; - : 
AVINAAV) = 8, VA ArET, AAm'KT,., 
注意 .定义 中 的 可 以 取 充 分 小 的 邻 域 , 且 当 TT.。 二 {1} 时 
V 可 取 为 D.(0)。 . 
由 这 一 定义 ， 我 们 立刻 可 得 出 ， Klein 群 由 有 限 个 或 可 数 多 
个 元 素 组 成 。 
我 们 现在 讨论 , 如 何 用 Klein 群 构造 Riemann 曲面 ， 
设 了 为 Klein 群 ,间断 集 9 一 9(T) 是 开 集 。 设 2 由 可 数 
多 个 分 支 OKC 的 域 ) 组 成 ， 
QO= |) Qi. 


由 于 名 是 T 不 变 集 。 因 此 对 任意 A ET，、 有 4(9i) 一 8;。 定 义 
9i 的 稳定 化 子 群 为 
Tj= {A€T ; A(Q;) = 0;). 
Ti 是 在 0; 间断 的 子 群 ， 而 且 am 的 稳定 化 子 群 Ts, 是 某 一 个 
的 子 群 。 
对 任意 z。€ 8， 定义 z 的 轨道 为 
工 zo 一 {4(zo) : AET}. 
定义 
O/T = {Tz; 2€ 0}, 
及 自然 投影 映照 x:98 一 8/T，z > Tz。 现在 定义 复 结构 使 
QI/T 是 (不 连通 的 ) Riemann 曲面 , = 是 解析 映照。 
根据 间断 点 的 等 价 定义 ， 对 任意 z。€ 8， 对 任何 充分 小 的 以 
2 为 心 的 共 形 圆 了 了 , 定义 了 zx 的 局 部 参数 邻 域 为 
U= {Tz:z€V}, 
当 Txo {1} 时 , 取 局 部 参数 映照 
(ror "UU> {I <r"}; 
当 Tx 一 {1} 时 , 取 局 部 参数 映照 
zl 7 一 了 。 
解析 映照 *:2 一 9/T 不 是 局 部 拓扑 的 , 根据 定义 ， 这 是 一 


sil6°* 


个 分 支 覆 盖 曲 面 ， 分 支点 是 使 Tz, 竺 {1} 的 点 ,分 支 的 级 是 Tz 
的 阶 数 减 1, 即 m 一 1。 

同样 ,对 0; 与 群 1;, 定义 Riemann 曲面 及 自然 投影 映照 

Qi/T; = {Tijz:  € Qj;}, rj: x > Tijz, 

注意 到 x 一 x|0;，Q;/T; 是 8/T 的 一 个 (连通 ) 分 支 . 

现在 进行 共 形 等 价 分 类 : 

的 分 支 8; 与 8i 称 为 等 价 的 , 如果 存 在 4 eT， 使 得 

A(Qi) — Q;, 
我 们 把 8 的 分 支 分 成 等 价 类 ,每 一 类 中 仅 取 出 一 个 域 , 记 之 为 Q。， 
这 样 ，Q8/T 可 以 表 为 最 多 可 数 多 个 互 不 相交 的 分 支 之 和 
Q/T = U 0/T,. 


定义 ， 如 果 0 是 连通 的 , 则 TT 称 为 函数 群 。 如 果 4(T) 最 多 
由 两 个 点 组 成 , 则 T 称 为 初等 Klein 群 。 

现在 讨论 Klein 群 的 离散 性 ， 

对 于 一 般 的 线 分 式 变换 子 群 T, 它 的 元 素 4 的 矩阵 表示 是 
SL(2, C) 的 子 群 。 通常 认为 5L(2, CICC'， 对 C' 在 SLC2， 
C) 的 诱导 拓扑 ,如 果 T 是 由 孤立 点 组 成 , 则 了 称 为 离散 的 ， 

这 就 是 说 , 了 是 离散 的 , 如 果 对 任何 序列 {X。}CT,X, 一 和 
XeESLC2,C ) (可 能 并)， 则 当 > 充分 大 时 X 一 X， 这 又 等 
价 于 说 ,如果 {X.JCT，X。 一 7， 则 当 二 充分 大 时 X 一 I。 这 
里 收敛 的 意义 是 指 , 如 果 


X*) 一 2 + bb aads — bcan = 1, 


caZ 十 di 
十 
X(z) 一 了 十 cd 一 2 一 1， 
则 X, 一 人 当 且 仅 当 2 一 c0 时 ,在 C 中 有 as 一 ab, 一 ia 一 


及 do — d. 
显然 ,离散 群 最 多 由 可 数 多 个 元 素 组 成 . 
根据 Klein 群 的 间断 性 定义 ,Klein 群 一 定 是 离散 群 。 
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到 现在 为 止 , 我 们 就 可 以 看 到 ，Riemann 曲面 的 万 有 覆盖 变 
换 群 是 Klein 群 ， 椭 圆 型 Riemann 曲面 与 抛物 型 Riemann 井 
面 的 万 有 材 盖 变换 群 是 初等 Klein 群 , 间断 域 2 分 别 是 已 和 C. 
但 是 双 曲 型 Riemann 曲面 则 对 应 另 一 类 重要 的 Klein 群 , 即 所 
谓 Fuchs 群 。 

定义 ，Klein 群 T 称 为 Fuchs 群 ,如 果 了 有 一 个 不 变 圆 或 不 
变 半 平面 ， 

对 于 Fuchs 群 了 , 经 共 斩 后 , 我 们 总 可 假定 不 变 圆 是 单位 图 
A( 或 上 半 平 面 Z)。 因此 Fuchs 群 T 是 A( 或 U) 内线 分 式 变换 
群 H(A》( 或 有 (UV)) 的 子 群 。 且 了 在 A( 或 0) 是 间 是 的 ， 

定理 11.1。 TCH(A), 是 Fuchs 群 当 且 仅 当 了 是 离散 
的 . 

证 明 。 由 于 Klein 群 是 离散 的 ， 因 而 Fuchs 群 是 离散 的 。 
于 是 ,我 们 只 须 证 明 , 如 果 了 是 离散 的 , 则 了 是 Fuchs 群 . 

反 证 之 ,假设 了 在 一 点 zo€ 人 不 是 间断 的 ， 则 由 间断 点 的 定 
义 , 一 定 存 在 互 不 相同 的 序列 X, ET ， 及 点 zs &€ 人 使 得 zs 一 zo 
且 W, = X20) -> von -> co0)。 

作 A,、B,€ H(A)， 


4 
(2) 1— Fz C2) 1 一 到 ,2 


再 作 C, € H(A)， 
C。 一 BX,.A7', 

则 C,(0) 一 0， 因 此 C.(z) 一 41,2，|4,| 一 1， 经 选取 子 序列 
后 ,不 妨 假定 当 * 一 co 时 C。 一 Co，Co(z) 一 ztz，|?ol 一 1， 由 
于 A, 一 4 和 B, -> B,， 因 此 当 #->00 时 X, 一 Br'CoAo、 XX 
互 不 相同 ,这 就 与 T 的 离散 性 矛盾 ,证 完 . 

关于 积 可 交换 的 线 分 式 变换 ,有 下 面 的 一 个 重要 引 理 。 

对 于 线 分 式 变换 4，B8， 如 果 48B 一 B84， 则 称 4 和 8 可 交 
换 ， 这 时 交换 子 

[A, Bl ABA“'B'= 1, 
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同时 也 有 4 一 5B4B- 和 了 一 4B4。 

引 理 11.2。 设 4, 8 为 线 分 式 变换 ， 都 不 等 于 1， 4B 一 8.4， 
则 有 以 下 二 种 情况 ; 

1) 4, 8B 都 是 扫 物 型 变换 , 且 有 公共 不 动 点 ; 

2) 4, 8 都 不 是 抛物 型 变换 ,或 者 4、8 两 个 不 动 点 相同 ; 或 
者 4、8 两 个 不 动 点 都 不 相同 , 4、B 是 椭圆 型 变换 , 且 

A=B=(AB)=1, 

征明。 首先 注意 到 4 一 了 B48”'，B 把 4 的 不 动 点 仍 变 为 4 
的 不 动 点 ， 

1) 如 果 4 是 抛物 变换 , 作 共 禾 后 可 以 假定 4(s) 一 z 十 1. 由 
于 4 的 唯一 不 动 点 是 co, 改 B(oo) 一 cc，B(s) 一 pz 十 6 现 
在 只 要 证 明 w 一 1， 由 假设 48 一 B4 得 到 

pz 十 8 十 1 一 pz 十 /十 有 。 
因此 wx 一 1， 即 4, 8 经 同一 变换 共 轿 于 x 十 1 与 x 十 6， 有 
的 结论 成 立 。 

2) 如 果 1) 不 成 立 , 则 4, B 都 是 非 抛物 变换 , 经 同一 共 斩 变 
换 后 ， 不 仿 假定 4(s) 一 1z，1EC，1 关 1，83 把 4 的 不 动 点 集 
{0，oco} 变 为 {10，oo }， 则 或 者 BC0) 一 0 和 

B() = 0, B(z) = uz, up EC 
且 ws 关 1， 即 4 与 8 有 共同 的 不 动 点 ， 或 者 BC0) 一 co 和 


B(oo) 一 0， 这 时 B(s) 一 和 ,weC， 再 由 假设 4oB = Bo4 得 
到 


因此 1 =-- 一， 1 一 一 1，A(z) 一 一 > 是 酉 圆 型 变换 。B (2) 一 过 
也 是 往 圆 变换 ,不 动 点 是 土 WA ,因为 tc(B) 一 0。 4, 8 的 不 动 
点 不 相同 。 另外 可 直接 验证 得 到 4 = B* 一 (4B 一 1， 2) 完 
全 证 明 ， 
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$ 12 七 种 特殊 类 型 的 Riemann 曲面 


在 $ 8 中 我 们 已 经 知道 ， 任 何 Riemann 曲面 W， 万 有 覆盖 
曲面 x: 访 一 WW， 访 是 三 种 典型 域 C, C 或 A(V) 之 一 ， 歼 共 
形 等 价 于 成 /T， 我 们 写 为 . 

W= WII. 
根据 覆盖 变换 群 了 的 间断 性 ,了 是 Klein 群 , 另 外 ,了 中 的 变换 没 
有 不 动 点 , 工 仅 由 抛物 变换 与 双 曲 变换 组 成 。 

a.， 桶 贺 形 Riemann 曲面， 的 万 有 和 覆盖 曲面 房 一 C。 由 

于 了 的 变换 在 筷 没 有 不 动 点 ,因此 工 一 {1)， 
Wa=C, 

定理 12.1， 椭 贺 型 Riemann 曲面 共 形 等 价 于 C.。 

b. 抛物 型 Riemann 曲面 。 三 的 万 有 覆盖 曲面 太一 C, TT 
中 的 变换 仅 以 co 为 唯一 的 不 动 点 ， 了 由 抛物 变换 组 成 ， 

T= {A()= z+ 4}, 
7 必 为 下 列 三 种 群 之 一 ， 
bl. I = {1), 
Wa= C/I=C, 
于 共 形 等 价 于 CC. 

b2， 7 是 一 个 抛物 变换 4(s) 一 > 十 上 生成 的 无 限 循环 群 ， 

经 共 辆 变换 后 , 不妨 假 定 A1(z) 一 > 十 1， 

T= (A,(z)—=z+tn: 2€Z). 

T 有 一 个 基本 带 形 域 
B 一 {z:0 一 Rez <1), 

8B 内 的 点 对 于 工 相互 不 等 价 ， 边 界 {Re * 一 0} 的 点 在 另 一 边界 
{Rez 一 1} 有 唯一 的 等 价 点 。 C 的 每 一 点 都 等 价 于 B 或 其 边界 
的 一 点 。 粘 合 对 边 的 等 价 点 后 ,可 以 看 到 于 一 C/T 是 一 个 无 限 
长 的 圆柱 面 。 如 果 作 映照 w 一 e2**， 则 可 看 到 

于 一 CT 一 C 一 10) 一 Cr 
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访 共 形 等 价 于 C* 一 C 一 {0} 

b3, 了 是 两 个 抛物 型 变换 (sz) 一 zx 十 ol 与 

As(z) = z+ w2 
生成 的 群 . wi w2 EC 且 wi/ wR, I 具有 形式 
T= {A(2) = + mo + p002: ty 2 € ZZ}, 

我 们 于 第 一 章 中 已 经 讨论 过 ， 工 有 一 个 基本 四 边 形 ， 顶 点 为 
03 wi 十 wi 与 w1; WV 一 CJT 是 便 等 一 对 等 价 边 而 成 的 环 面 ， 
这 样 的 环 面 的 乞 格 g 一 1。WW 一 C/T 共 形 等 价 于 一 个 环 面 ， 

定理 12.2， 抛物 型 Riemann 曲面 著 共 形 等 价 于 C, C* 或 
环 面 ， 
c， 双 曲 型 Riemann 曲面 。 对 于 双 曲 型 Riemann 曲面 杯 ， 
它 的 基本 群 即 万 有 履 盖 变换 群 了 ， 是 由 抛物 型 变换 或 双 曲 型 变换 
组 成 的 Fuchs 群 。 因 此 , 一 般 的 双 曲 型 Riemana. 曲面 的 结构 比 
较 复 杂 ， 我 们 这 里 只 讨论 一 类 简单 的 所 谓 初等 双 曲 型 Riemann 
曲面 。 

双 曲 型 Riemann 曲面 称 为 初等 的 ， 如 果 它 的 万 有 覆盖 变换 
群 是 交换 群 . 

定理 12.3， 初 等 双 曲 型 Riemann 则 面 W 共 形 等 价 于 人， 

A*==A— {0} 

或 圆 环 A, 一 zcA:0<r<izl < 王 1)， 

证 明 。 假 设 了 是 交换 群 , 了 必 为 下 列 三 情况 之 一 

ce 工 一 {1}, WV 共 形 等 价 于 人 A。 

0 械 有 一 个 抛物 型 变换 ， 假定 万 有 涛 关 曲面 为 上 半 平 面 
Z。 根 据 引 理 11.2， 由 于 了 的 交换 性 ，T 由 具有 公共 不 动 点 的 搜 
物 变 换 组 成 。 经 共 乞 变换 后 ， 不 妨 假 定 公共 不 动 点 为 ce， 了 中 的 
抛物 变换 都 具有 形式 4(z) 一 * 十 4，&b ER， 再 根据 群 了 的 离 
散 性 ,一 定 存在 > 0， 

w= min{b > 0.A(x ) spbery, 
A(z) 一 z 十 w ET。 于 是 不 难 证 明 T 是 4(x) 心 z 十 w 生成 
的 无 限 循环 群 ， 再 作 共 元 变换 后 , 假定 44(z) = z 十 1， 则 了 变 
+ 21， 


为 
-T= {A462)— zn:n€Z}. 
经 映照 0 一 A* 一 人 一 410}, z >ew* 后 , 则 W 一 UJT 共 形 
等 价 于 A*， 
c， 了 了 中 有 一 个 双 曲 型 变换 ， 根据 引 理 11.2, 注意 到 了 中 没 
有 椭圆 变换 , 了 由 具有 公共 不 动 点 的 双 曲 变换 组 成 ， 经 共 斩 变 换 
后 ， 不 妨 假 定 T 中 的 变换 4: U 一 U0 都 具有 形式 4(z) 一 1z， 
ER 实数 集 )，2 > 0。 根据 群 T 的 离散 性 ， 一 定 存 在 > 1， 
Li= min{fi> 1: A(z) = Az ET}, 
使 得 41(z) 一 hz ET。 这 时 了 是 由 41《x) 一 az 生成 的 无 限 循 
环 群 ， 
T= {An(2) 一 1h"z, m€Z), 
经 上 映 照 UV 一 A,， 
z 一 > czzitiogsrtog21) 
后 ,， W = U/T 共 形 笔 价 于 A, = {z;r 过 1z| 一 1)， 其 中 
7 = elogh, 
定理 证 完 。 
注意 ,在 c 和 6 的 情况 下 ,TT = 了 


§ 13 Fuchs 和 群 与 双 曲 型 Riemann 曲面 


一 般 的 双 曲 型 Riemann 曲面 W ， 其 万 有 覆盖 变换 群 是 作 
用 于 单位 贺 人 的 Fuchs 群 ,了 没有 椭 贺 元 素 ,WW 共 形 等 价 于 AJT. 

这 一 节 ， 假 设 了 是 一 般 的 没有 椭圆 元 素 的 Fuchs 群 ,T 作用 
于 A， 我 们 将 构造 的 正规 多 边 形 , 然 后 构造 双 曲 型 Riemann 曲 
面 。 

设 了 一 {do 一 1 .44 取 定 一 点 zeA( 当 了 
有 椭圆 元 素 时 , z。 应 不 是 T 中 椭圆 元 素 的 不 动 点 )。 设 m 的 轨道 
为 Two= {zo = Alz0)s z= A 20) Liz) 对 
任意 zi erz， 设 与 zi 的 日 -垂直 平分 线 为 
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Li= Lz %)— {z€A: [x, 20] = [z, 21]}, 
L(zo, 2;) 把 H- 平 面 A 分 为 两 个 日 - 半 平 面 ,其 中 包含 *。 的 HH- 半 
平面 设 为 
Hi 一 H(%o, 2;) = {z € A: [z, z0] <[z, 2;1}, 
引 理 13.1，A 的 任何 相对 紧 集 最 多 与 有 限 多 条 L; 相交 ， 
证 明 。 任何 紧 集 总 包含 于 H- 贺 [zx, zo] 过 RCO0 二 R <=0%) 
内 。 如 果 大 一 L(z,, z;) 与 这 圆 相交 , 则 一 定 有 [zi, xo] 二 2R. 
根据 T 的 离散 性 , z; 是 孤立 点 ， 因 此 已 - 圆 [z, z] 一 2R 只 能 包 
含有 限 多 个 z;, 此 即 互 - 圆 [z, zo] < R 最 多 只 能 与 有 限 条 二 相 
交 。 引 理 结论 成 立 ， 
定义 。 
N= N(z0) = (NN H(zo, #0) 


= {z EA: Vix 0, [z, z0] <[z, x:]} 

称 为 群 T 的 中 心 在 z 的 正规 基本 多 边 形 ， 

N(zo) 是 A 内 五 - 凸 的 域 ， 

事实 上 ，%o EN(zo)， 如 果 a EN(z,)， 则 由 引 理 13.1, 五- 贺 
{z,a] <r 仅 与 有 限 条 工 ; 相交 。 因此 ， 对 充分 小 的 r, HH- 贺 Lz， 
a] 二 ”与 任何 疡 不 相交 , 即 [zx, oj 二 ? 在 N(zo) 内 ， 这 就 是 
说 ，N(zo) 是 开 集 。 此 外 ,由 于 每 一 个 Hi; 是 瑟 - 同 域 ， 它 们 的 交 
NG(zo) 也 是 五 - 凸 的 , 

正规 基本 多 边 形 有 下 列 性 质 : 

1° N(z) 的 内 点 不 相互 等 价 ， 

事实 上 ， 如 果 N(zo) 存在 相互 等 价 的 内 点 和 z”， 即 存在 
A; ET， 使 得 z” 一 Ai《z')。 由 NGzo) 的 定义 ，z EN(zo)。 于 是 

[2’, #0] < [2, AT'(z0)] = [AiCx), 20] = [2”, zo], 
同时 sz”"€E NCzo)， 则 有 

[2", 20] < [es A(z) = [AF'C2"), 20] = [zx’, 20]。 
这 两 个 矛盾 的 不 等 式 说 有 明 > 与 z" 不 能 相互 等 价 ， 

NGz) 在 入内 的 边界 点 集 , 记 之 为 ON(z6)， 根据 引 理 13.1， 
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可 以 知道 

ON(z0) 一 {2 EA: Wi 1 [z, 20] 委 [x, zi;]， 等 号 仅 对 有 
限 多 个 i 成 立 }。 

当 等 号 仅 对 一 个 i 成 立时 ,如果 z€ 6N(zo)， 则 对 于 任意 
1 si 有 [zx, sz] 之 [z, zi 但 [zz 一 [zz 即 z 仅 在 
一 条 地 (xz zi) 上 .L(zo, zx;) 上 一 定 存 在 包含 x 的 了 H- 直 线段 s 
《可 能 线段 的 一 端点 或 两 端点 在 9A 上 ), 包 含 于 8N(zo6)。 这 样 
的 五 -直线 段 称 为 Ne 的 内 边 ， 

NN, 的 两 个 内 边 :， 与" 称 为 等 价 的 ， 如 果 存 在 4; eT， 使 得 
4i(9) 一 。 内 边 的 点 不 能 与 NW(zo) 的 内 点 等 价 , 同一 内 边 的 点 
也 相互 不 等 价 。 

2” 对 Ne 的 任何 内 边 *， 存 在 唯一 的 等 价 内 边 , ~ 的 内 边 
可 以 分 成 等 价 对 , 

因为 如 果 内 边 

sm {z€A: ViSei, [zs, 20] < Tz, zx 门 [z, zo0] — [x, £1]}, 
其 中 zi 一 Ai(z0)。 设 z4 一 A71(zo)， 则 

= {sz€EA: Vi hk, [as 20] < Ez, zi], [2, so] = [zx, 2141} 
也 是 内 边 。 而 47*(s) 一 "“， 即 ”是 * 的 等 价 内 边 。 

”现在 如 果 4 eT, 使 得 4(s) 一 "“。 则 出 * 与 ” 的 表示 式 , 对 
于 z6 有 [x, yo 一 [z， zi]， 对 于 4(z) er 有 

[A(z), z0] 一 [4(o) ， z4]. 

由 此 得 到 [z, 471(z0)] = [zx， A-(zx)]。 于 是 A (sh) 一 zo, 
A 一 41。 这 就 说 明 4 是 唯一 确定 的 ， 

对 于 点 v € ON (xo), 如果 9N(xo) 的 表示 式 中 等 号 对 % >1) 
个 守成 立 ， 这 时 ”在 ”条 工 (zo z;) 的 公共 交点 上 。 根据 引 理 
13.1, 存在 避 - 圆 [z, v] 二 >， 使 得 这 圆 仅 与 这 > 条 L(zo,z;) 相 
交 ， 这 ”来 Z(z 2) 把 圆 分 成 :个 遍 形 角 域 。 又 根据 N(zo) 的 
H- 凸 性 ,只 有 其 中 一 个 角 域 包 含 于 NGzo) 内 ， 我 们 把 这 样 的 边 
界 点 v 称 为 NC(zo) 的 (内 ) 顶 点 。 顶 点 v 是 两 个 内 边 的 共 公 端 点 ， 
这 两 边 的 夹 角 称 为 顶点 v 的 内 顶 角 。 
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aeN(Cz) 的 无 穷 边界 。 N(zo) 作为 平面 C 的 域 ， 其 边界 在 出 
周 BA 上 部 份 称 为 无 穷 边界 , 记 之 为 9wN(zo)， 它 的 点 称 为 无 穷 
边界 点 ， 

6oN(zo) 是 6A 上 的 闭 子 集 , 它 有 可 能 由 不 可 数 多 个 连通 分 
支 组 成 。 每 一 连通 分 支 是 一 点 或 一 段 闭 圆 弧 , 后 者 称 为 Nzo) 的 
自由 边 ， 

自由 边 的 内 点 不 相互 等 价 ,而 且 任 两 个 自由 边 也 不 相互 等 价 。 
这 是 由 N(zo) 的 内 点 不 相互 等 价 所 确定 的 性 质 。 

.点 v€0wN(z,)， 如 果 v 是 两 个 内 边 的 交点 , 则 v 称 为 NCz0) 
的 真 的 无 穷 顶 点 。 如 果 ” 是 内 边 与 自由 边 的 交点 ， 则 2 称 为 非 真 
的 无 穷 顶 点 。 注 意 , 自 由 边 的 端点 不 一 定 是 非 真 的 无 穷 顶点 。 

对 于 任意 z; ETz。， 我 们 可 类 似 于 NCzo)， 定 义 以 zj 为 中 心 
的 工 的 正规 基本 多 边 形 

= N(z;) — {2 € A: Vz zj, [2, 21] < [z, zi]}, 

按 定义 ， 经 变换 4;, zj 一 Ai(zo)， 有 AXKN(z0)) 一 N(zj). 
同时 4; 把 N(zo) 的 内 边 、 顶 点 、 自 由 边 等 ， 上 映照 为 NCzi) 的 内 
边 、 顶 点 、 自 由 边 等 等 ， 

我 们 称 【Ni 一 NGCzi): zi ETzo} 为 A 的 一 个 正规 基本 多 边 分 
割 ， 它 具有 下 述 性 质 。 

3° 如 果 1 关 人 ， 骨 NCa) NNCan) 一 

这 是 因为 ， 如 果 存 在 一 点 z € N(zj) Mie, 则 按 定义 有 
[z, zi] 二 [z, zk] 及 [z, zx] 二 [Lz, zj;]。 得 到 两 个 矛盾 的 不 等 
式 ， 

记 N(z;) = N(z;) UON(z;), 

4 人 = U N(z)), 

我 们 只 须 说 明 Ac 【) Cz), 

对 任意 x € A， 根 据 了 的 离散 性 ，Tz。 由 陶 立 点 组 成 ,最 小 值 


5 一 min [z, 2;] 
sitTso 
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一 定 仅 在 有 限 的 n( 1) 个 点 zj 达到， 

当 # 一 1 时 ， 这 时 设 最 小 值 8 仅 在 一 个 z; 达到 ， 对 于 任意 
i 有 [z, zi] < [zx, zi:]， 此 即 zeNCzi。 

当 w 二 2 时 , 设 最 小 值 6 在 sj 与 zx 达到 ,对 任意 zi 关 zj zi 
我 们 有 [zx, zj] 过 [zs z;], [zs zt Ez, zl]; 但 [zz] = [z, 
zt]。 即 2 在 N(zj) 与 NC(zt) 的 公共 内 边 上 。 

当 # 之 3 时 , 设 最 小 值 8 在 nC 之 3) 个 点 zi, zi,,*''%i, 上 
达到 。 我 们 有 [z， zj] 一 … 一 [zx, zi] 当 让 矢 有 ,有 ,fj 时 ， 
[x, 2 ] [zg, 01J(X=1, 2 ,1n)。 这 时 z 为 N(zi,),*，* ,N(xin) 
的 公共 顶点 。 我 们 可 以 重新 排列 ,使 得 

N(z;), NCzi),**°s Nzis)s NCzi) 
相 邻 ， 有 一 个 公共 内 边 ， 并 称 为 以 z 为 顶点 的 正规 基本 多 边 形 循 
环 。 

从 上 面 证 明 可 以 看 出 ， 任 何 商 个 正规 基本 多 边 形 N(z;) 与 
N(z;)， 或 者 不 相交 ,或 者 有 一 公共 内 边 , 或 者 有 一 个 公共 内 顶点 ， 
而 且 对 于 公共 内 顶点 ,有 一 个 正规 基本 多 边 形 循环 ， 

等 价 边 对 变换 是 群 T 的 生成 元 素 。 

根据 性 质 2°, 正规 基本 多 边 形 NC(zo)CN(zi;)) 的 内 边 可 分 成 
最 多 可 数 多 对 等 价 边 , 设 为 {(s，%)}。 对 于 每 个 等 价 边 对 (si， 
不 )， 存 在 唯一 的 A EI， 使 得 和 (Cs 一 太 。 我 们 称 对 应 的 A 
为 等 价 边 对 变换 。 等 价 边 对 变换 组 成 的 集 记 为 @ 一 {A}, 

注意 ，8 一 {44) 是 N(zo》 的 等 价 边 对 变换 集 。 如 果 对 于 
N(zi) 一 A;XCN(z0))， 则 NGs) 的 等 价 边 对 变换 可 以 唯一 地 表示 
为 44447'，A1E@, 

50 @ 生 成 了 。 

我 们 要 证 明 , 了 的 元 素 可 用 @ 的 元 素 的 有 限 积 表示 。 

对 任意 4; ET，zji 一 Ai(zo)，N(zji) 一 Ai(N(z0o))， 在 A 内 
用 折线 7 连接 z 到 z;, 使 得 7 不 通过 和 任何 NCz;) 的 公共 顶点 ， 
我 们 可 以 选取 有 限 多 个 正规 基本 多 边 形 覆 盖 Y, 设 为 

N(x0), N(z), 5 NGCz) 一 NGCz)， 
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re em i 0 + PPR 


使 得 其 中 相 邻 两 个 多 边 形 N(z;) 与 NCzin) (i=0, 1,.. “23 一 1) 
有 一 个 公共 边 。 

取 Ai,iti ET, 使 得 zh 一 42)， 则 4 一定 把 NCz;) 
的 一 个 内 边 变 为 等 价 内 边 ， 因 而 存在 4; € @, 使 得 

Aiin 一 Aicdiod7', 

另外 ,可 以 看 出 4it, = 一 Aii+104;, 而 且 A 一 Ao 一 4E8. 于 
是 ,我 们 有 下 面 的 递 推 表示 式 : 

由 一 4 一 4 

由 一 A d= AoA, = Aof, 

4 一 4 isod4。 一 4 oh 一 证 和 oo 
这 就 证 明了 4; 一 4 可 用 @ 的 元 素 的 积 表 示 , @ 生 成 了 T。 

现在 ， 我 们 用 正规 基本 多 边 形 N(z。) (或 N(z;)) 构造 
Riemann 曲面 W = A/T。 

首先 ， 我 们 给 定 正 规 基 本 多 边 形 NCso)(CN(Czi)) 的 边界 
aN(Cz)(BNCz)) 以 正定 向 ,使 得 在 这 定向 下 ，NCz)(CNCzi)) 在 
ON(zo)(ON(zi)) 的 左边 。 于 是 NGCzo 的 等 价 对 边 (st，%) 都 
有 定向 。 设 妈 ETr，44(0 一 和 ， 则 A 保 持 反 向 。 

恒 等 N(z。) 的 每 对 等 价 边 的 等 价 点 , 就 构成 Riemann 曲面 
W = A/T., 

具体 地 , 把 每 对 等 价 边 〈*t， ss 的 等 价 点 ， 通 过 等 价 边 对 变 
. 换 A444， 反 向 (人 恒 等 ) 粘 合 在 一 起 , 即 成 为 Riemann 曲面 W 一 A/ 
Lr, 

这 里 ,我 们 说 明 如 何 选取 局 部 参数 邻 域 ， 

设 D(ao, r) 是 以 o 为 心 ; 充 分 小 的 ”为 半径 的 瓦 - 圆 ， 

六 (si 一 NCz)UaNCz)， 

当 ao EN(zo) 时 ,局 部 参数 邻 域 取 为 DCao, r)。 

当 o 是 N(zo) 的 内 边 的 内 点 时 ， 存在 等 价 边 对 (54, #5) 
及 变换 色 EB@， 使 得 和 色 (%) 一 %%， 并 且 m 有 一 等 价 点 

0 一 4(oo)。 
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对 任意 D(w, r)， 及 它 在 外 的 像 D(o， 7), 局 部 参数 邻 域 
为 恒 等 D(ao, 7r) 人 NN(zo) 与 D(os 六 mAN(Cz) 的 等 价 边 的 等 价 
点 组 成 ， 这 种 局 部 参数 邻 域 共 形 等 价 于 D(ao, r+) 与 DCe，7)， 
当 mw 是 NCzo) 的 (内 ) 顶 点 时 , 从 4° 的 证 明 中 看 出 ， 这 时 以 
mm 为 顶点 有 一 个 正规 基本 多 边 形 循环 ,不 妨 设 为 
NGCzo)， N(z),:**, N(z,), N(z0), 
相 邻 有 一 个 公共 边 ， 并 且 N(zi) 一 4CN(zo))G 一 0， 1 0 
1 之 3)。 
对 于 a, 对 应 有 一 等 价 顶 点 组 
ao 0 一 Lao)，……0s 一 4(oo)， 
于 是 天 任意 DCao, +r) 均 被 分 成 # 个 日- 扇形 Dla, rnNCz)， 
0 委 ;i 魏 ?。 在 4 下 ，DGos 7?) 六 NCzo) 的 像 则 是 以 w 为 顶点 
的 瑟 - 帘 形 D(ai, 7) 个 N(z0)。 
这 里 指出 了 ，N(%。) 的 等 价 内 顶点 组 ， 对 应 的 内 角 之 和 等 于 
2 x。 
等 价 顶点 {qo, a1，,"，* ,4s}】 的 局 部 参数 邻 域 ,由 # 个 扇形 
DKe +) NNNCg0), DCOar) NNGz0), ,D(asr) NN(%0) 
恒 等 等 价 边 的 等 价 点 构成 。 这 样 的 局 部 参数 令 域 共 形 等 价 于 
D(ar) (0<i< 委 7 
.上 ,我 们 指出 了 ， 如 何 用 正规 基本 多 边 形 构造 Riemann 曲 
面 。 应 该 指出 ,这 是 正规 基本 多 边 形 的 重要 作用 之 一 。 
正规 基本 多 边 形 N(zo)(N(z;)) 是 紧 的 ,如 果 
N(%0) =— N(zo) UON(zo) 
是 和 人 的 紧 集 ， 
6” 正 规 基 本 多 边 形 N(zo) 是 紧 的 , 当 且 仅 当 W = A/JT 是 
紧 Rizmann 曲面 。 
事实 上 , 设 *:A 一 AH/ 为 自然 投影 映照 , 则 应 有 
nN(z))—W 
如 果 订 (zo) 是 紧 的 ,由 于 x 保持 紧 性 ,克也 是 紧 的 ， 反 之 , 设 玉 是 
紧 Rismann 曲面 ，{Vi} 为 NCzo) 的 开 覆 盖 , 不 妨 设 Vi 为 A 内 
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的 圆 , 则 {z*(7)} 也 是 球 的 开 覆 盖 , 因 此 存在 有 限 子 覆 盖 {z(7? 
覆盖 所 ， 对 应 的 子 害 盖 {7 分 种 盖 办 (zo)， 即 天 (>o) 是 紧 的 。 

根据 6°, 我 们 知道 ,对 于 紧 Riemann 曲面 W 一 A/T, N(xw》 
是 具有 有 限 多 个 内 边 的 紧 正 规 基本 多 边 形 。 WW 由 N(zo) 恒 等 这 
有 限 多 对 等 价 内 边 构 成 ， 

7。 紧 双 曲 Riemann 曲面 的 标准 基本 多 边 型 表示 : 

设 W 一 A/T， 取 正规 基本 多 边 形 No 一 N(xo)， 给 N(x0》 
以 正定 向 。 对 于 N。 的 等 价 边 对 (*, *), 设 4 ET 为 等 价 边 对 变 
换 , 则 4 把 * 变 为 ,但 保持 反 向 ,在 N, 内 用 解析 弧 7 连 接 No 的 
两 个 (内 ) 顶 点 ,把 No。 分 成 两 部 份 Ni 与 NY, 使 得 :CNi, rr'CN;, 
通过 变换 4， 恒 等 “ 与 a， 则 得 到 基本 多 边 形 4(N)UrUNYy， 
这 样 7 变 为 一 对 等 价 边 7 与 7， 这 一 新 的 基本 多 边 形 具 有 解析 弧 
的 一 对 等 价 内 边 。 除 此 外 保持 N。 原来 的 性 质 ， 这 一 过 程 称 为 初 
等 变换 . 

现在 ,我 们 利用 初等 变换 , 作 标 准 基本 多 边 形 。 

把 N, 的 内 边 按 9N。 的 正方 向 顺序 排列 、 其 中 必 有 两 对 等 价 
边 (oe, a) 与 (5, b) 有 下 面 排列 顺序 

0 0 
使 得 “与 * 间 的 边 数 最 小 (对 于 所 有 这 种 形式 的 排列 最 小 )。 这 
时 ,我 们 称 a, 5, a', 5 具有 最 好 位 置 。 于 是 , 我 们 可 以 把 N, 的 内 
边 排列 成 形式 

. abXa’Yb'Z, 
其 中 X, Y 和 Z 表 示 一 组 顺序 排列 的 内 边 ， 

对 于 等 价 边 对 《5，&')， 用 解析 弧 4 连接 。 的 终点 到 w 的 起 
点 , 作 初 等 变换 ， 得 到 新 的 基本 多 边 形 ( 参 看 图 5.8)， 它 的 内 边 具 
有 顺序 表示 式 

ada’Y Xd’'Z., 

对 这 一 基本 多 边 形 ， 再 用 解析 弧 。 连接 4 的 起 点 到 4 的 起 
点 , 恒 等 “与 @', 作 初 等 变换 ,得 到 另 一 基本 多 边 形 (参看 图 5.7)， 
它 的 内 边 具 有 顺序 表示 式 。 
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ede'd' ZYX, 
这 时 的 基本 多 边 形 已 有 标准 组 ede’a'。 


6 
sa 


bd 


图 5.8 


对 这 一 基本 多 边 形 的 内 边 组 ZYX 再 作 如 上 变换 ,并 注意 到 ， 
已 得 到 的 标准 组 ede'd’ 保持 不 变 , 因此 经 有 限 次 变换 后 ， 最 后 得 
到 标准 基本 多 边 形 II 其 内 边 具有 标准 的 顺序 表示 

了 :abcr18rL asrbzas'bsz'. 

也是 48 边 形 ，&8> 1 是 整数 , 称 为 Riemann 曲面 的 亏 格 。 

有 2 8 对 等 价 边 对 《ai, er 与 《46;, 5 站 )， 都 是 解析 弧 构 
成 的 ,以 后 ,我 们 常用 (a;, a7!) 与 (4b;, 6b7') 表示 等 价 边 对 。 I 
称 为 紧 Riemann 曲面 W 一 A/T 的 标准 基本 多 边 形 、 我 们 用 图 
5.9 表示 十， 恒 等 标 准 基本 多 边 形 的 每 对 等 价 边 , 即 成 为 Riemann 
曲面 矿 .。 注意 , 了 的 顶点 相互 等 价 ， 被 恒 等 为 一 点 ， 8 是 紧 黎 曼 
曲面 的 亏 格 。 


Ph mp 
5.9 


附注 、 当 8 = 1 时 ,这 时 到 是 抛物 型 的 紧 黎 曼 曲 面 ,标准 基本 
多 边 形 表示 仍 是 形式 了 : qb1or'br'。 参考 $ 12 中 bo 


“130。 


第 六 章 ”微分 形式 空间 


$1 可 测 微分 空间 及 其 几 个 重要 的 子 空间 


考虑 可 测 微分 形式 w, 微 分 我 们 这 里 将 指 1- 形 式 。 微 分 一 称 
为 可 测 的 ,如 果 在 局 部 人 参数 邻 域内 ,在 局 部 参数 z 下 ， 
oO 一 sdz + vdz, 
其 中 w(z) 和 v(z) 是 z 的 (Lebesgue) 可 测 函 数 。 注 意 , 当 涉及 
到 可 测 的 概念 时 , 微分 相等 是 指 几 乎 处 处 相等 。 
对 Riemann 曲面 WW 上 可 测 微分 w， 定 义 
lo 一 Co， 0)— ||,oAws, 
注意 到 其 中 w= x*@ 及 冰 o 一 一 jadz 十 iodz， 
wo 和 Nio 一 (udz 十 vdz) N\ * (udz + vd3) 
一 《wdz + vdz)N\(— iudz + ivd3) 
= i(uu + vi)dz MN ds 
= 2(C|u|? + jvl’)dr Ady, 
定义 玉 上 的 可 测 微分 空间 
LXW) 一 {o:o 是 WW 上 的 可 测 微分 ，llwlP < oo}。 
按照 通常 的 加 法 和 数 乘 运算 ，L*XW) 是 一 个 线性 空间 。 对 于 
we LWW)， 定 义 % 的 范 数 或 模 为 
lol = Wo，o)， 
对 任意 ww € LAW), w= wdz 十 td5，oy 一 adz 十 tdzZs 
定义 内 积 


(ol 01) 一 作 wih * wo 一 让 (wz 十 viv2)dz MA dz, 
这 样 LXW) 是 一 个 Hilbert 空间 。 
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对 寺内 积 当 然 有 下 式 成 立 : 
(ob oD = | oAwmmi|| (ut + ods hd 


Jaa we 一 (oa， ou。 
另外 ,注意 到 六 wi 一 灶 oz， 则 有 
《来 ws * oz) 和 米 m 人 一 oz 一 |Jaxaa 
一 《os，ol) = (w01, 02). 
现在 定义 两 个 子 空间 E 和 E*: 
E 为 {df:fe CC(W)} 在 Li:(W) 上 的 闭 包 , 
E” 为 {kdf:fe CrC(W))} 在 LX《W) 上 的 闭 包 。 


按照 这 一 定义 ，w € E 当 且 仅 当 存在 f。 €E Co(W)， 使 得 在 
LW)L 


外 仿 


limdi, 一 0， 即 limlle — df,ll = 0. 
sw € BE” 当 且 仅 当 存在 feE CW)， 使 得 在 LXW) 上 
limx* dj 一 wo。， 即 limlle 一 *dfol = 0. 
由 于 lo 一 df 一 外 ko 一半 好 |， 容 易 推出 : 如 果 wEE 则 
沙 wEB*， 反 之 ,如 果 w EE* 则 *wé€E， 
设 E+ 和 E* 分 别 为 互 和 E* 的 正 交 补 子 空间 。 按 定义 
E!~— {w E LW): (o， qp) ~ 0, VopEé E}, 
BE* ~ {wo€L(W): (0, 9) ~ 0, Voe E*}. 
另外 ,由 五 和 E* 的 定义 及 内 积 作为 线性 泛 函 的 连续 性 ,我 们 得 到 - 
Er= {wo EIA(W): (wo, df) = 0, Vie C™ (WwW)}, 
Et 一 {@€LAW): (wm, *df) = 0, VIE CW)}, 
定义 LX《W》 的 另 一 个 重要 子 空间 " 
H— E:NE*, 
显然 有 : 
已 一 {ww € LW): (zw df) 一 0， (o， * df) 一 0> 


这 
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四 Vie C*(W)}. 
关于 这 三 个 基本 子 空间 ,我 们 有 下 面 的 分 解 定理 。 
定理 1.1。E，E* 和 互 两 两 正 交 , 且 有 分 解 式 
LW)= EDE*OH. 
证 明 。 首 先 证 明 EL E*。 设 YE E，x€ E*， 由 定义 ， 存 在 
序列 f,，gre C"《W), 使 得 在 LX《W) 上 


limdj = 7, lim* dgs = x 


”根据 内 积 的 连续 性 


C7, 可 一 limdf yd 一 一 jim| | df Nd 


~ (tn Jr ) -0 
这 里 应 用 了 Stokes 公式 ，G.CW 是 相对 紧 域 ,在 G。 外 及 5G， 
上 f. 一 0, g, 一 0， 因此 El1E*, 
因为 EE* 是 LX《W》 的 子 空间 ,我 们 有 分 解 式 
LW)™ EDE*@D(EDE*)!, 
余下 只 要 证 上 朋 . 
Ho ENE* ~ (EOE*):, 
如 果 w Ee 一 ELnEB*， 刚 对 任意 YEE，xé E* 总 有 
(oj 7 十 四 一 (oo 7 十 (or) 一 0， ， . 
因此 ，w €E (EBE*)+。 反之 ， 如 果 w €(E 田 E*)+， 则 对 任意 
YE 和 任意 x € 8* 总 有 《wmw,7 十 x) 一 0， 特别 地 
(w, 7) = 0, (w, 7) = 0, 
即 wEBl 且 weE*, 因此 wEE:NE*, Hm (EBE*)!， 定 
理 证 完 . 
引 理 12. 设 we CxW)， 则 


a) woeEt<>do 一 0， 即 % 是 闭 的 
b) w Et!<4> x* dwo 一 0， 即 % 是 上 闭 的 , 
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和 证明。 只 证 明 a)，b) 可 类 似 证 明 。 we Ex*<> 对 任意 1e 
CW ) 有 (w, *df) = 0， 即 
(w, *d) = — |, Ad 一 一 作 zeo -= 0。 
由 于 fe Cr(W) 是 任意 的 ;因此 必 有 d 一 0。 
由 引 理 12， 妃 一 E+ E* 及 第 四 章 $ 4 的 命题 ,立刻 得 到 下 
面 定理 。 


定理 1.3. 设 ok CK《W)， 则 
wW EH<>do 0, x*do = 0, 


即 @ 是 调和 微分 。 
$2 逐 段 解 析 的 简单 闭 曲线 对 应 的 微分 


设 工 为 Riemann 曲面 WW 上 逐 段 解析 的 简单 闭 曲 线 ， 用 有 限 
个 局 部 参数 圆 ， 获 盖 上 ， 设 对 应 的 局 部 参数 映照 为 z 一 gp;: 
V; 一 {iz| <1)， 并 且 使 得 LNV; 把 V; 分 成 两 个 单 连 通 域 . 
再 设 


1 
0 


0， |z| 宕 1, 
定义 殉 上 的 函数 
gp) 一 人 ” . vy 
明显 地 5 € Ce(W)。 
令 
G= Uy,, 


则 G 是 歼 的 相对 紧 域 ，68CG 由 逐 眉 解 析 曲 线 组 成 ，L 分 G 为 两 个 
域 ,其 在 左边 部 份 记 为 G -， 右 边 部 份 记 为 G+, 
对 8G 再 用 有 限 多 个 局 部 参数 贺 V; 覆盖 之 ,使 得 对 任意 V; 
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有 Vi 人 上 L ~ 多。 设 V 的 局 部 参数 映照 为 z 一 pi 访 一 tjzl 二 
1}。 作 相应 的 C?( 矿 ) 函数 


gD) = { 
对 任意 VV; 定义 函数 


Ci 


gop(p), peéV,, 
0， PaV ij, 


Bi 


9 
Dt oa 
i i 


则 ere C3《W), 在 Vi 外 ci 一 0, 且 在 L 上 任何 点 的 某 个 邻 域 
内 


2 Ei™ 1, 
这 样 的 {ei} 称 为 工 的 一 个 单位 分 解 ， 作 函 数 
2 oh pp 在 G™ 内 ， 
蕊 一 11， p 在 L 上 ， 
0， p 在 G+ 或 W—6G 内 ， 
fi 在 工 上 不 连续 , 当 点 从 工 的 左边 〈G-) 穿 过 工 到 右边 4G+) 时 ， 
fz 的 值 从 1 变 为 0。 
定义 微分 
位 peC， 
0， pe 丈 一 G。 
则 ?z 是 WW 上 的 C? 微分 ，mz 在 G” 外 为 0, 并 且 四 xz 一 0, 即 
nL 是 闭 微分 。1z 称 为 与 对 应 的 微分 ， 
引 理 2.1。 设 wi 为 与 对 应 的 微分 , 则 对 任何 C' 的 闭 微 分 
wW, 有 


| 一 (w，* 包 》。 


证 明 。 由 Stokes 公式 及 dw 一 0， 并 注意 到 氏 一 wx， 便 
得 到 
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《wo ， 束 让 ) 一 ff w 人 炒米 1 一 一 jj ohd 


一 | fo 一 1， oe 


现在 讨论 关于 C'NE 及 C!NE* 中 的 微分 的 性 质 。 
引 理 2.2。a) 如 果 7e CnE， 则 7 是 正 合 微分 - 
b) 如 果 recng* 则 < 是 上 正 合 微分 ， 
证 明 。a)， 我们 知道 7 是 正 合 微 分 ， 当 且 仅 当 对 任何 逐 段 解 
析 的 简单 闭 曲 线 工 有 
| 7 一 0。 


设 四 是 与 世 对 应 的 微分 ， 我 们 有 水 d# 纺 亚 一 四 0， 因此 
由 引 理 1.2， 水 了 E BEL，(7， 水 人 ) 一 0， 再 由 引 理 2.1， 


| Y == (7, 来 习 ) 一 0， 
工 


即 7Y 是 正 合 的 。b) 的 证 明 , 通过 #xe 由 a) 推出 之 ， 
$3 光滑 算 子 的 一 个 引 理 


设 函 数 
站 2 li~ially |z| < 1， 
X(z) 一 XC|z|) 一 
0， | z| 之 1 


x(#)e CCC)， 在 D 一 {1z| <1} 内 x(x) > 9， 其 中 * 取 得 使 
| ze, = 1, da: = dxdy, 
对 任意 8 二 0， 令 
1 2 
+ 
则 Xz) e C3CC), 在 D. 一 {lz| <s} 外 为 0, 昌 
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| Xx(z)dos = 1, 
对 于 fe€E LXD), 在 DD 外 令 ff 一 0, 定义- 


CD = [| FX — sdoe, (3.1) 
经 变数 变换 后 
GD- 人 Ke+Dxbdn (32) 
明显 地 ，M,f 在 Dits 一 {1s| <1 十 6} 外 为 0 
在 上 述 假定 之 下 ,我 们 有 下 面 引 理 . 


引 理 3.1，(a) Mef e C 
(b) 如 果 je CD)， 则 在 Di- 一 {1z| <1 一 s} 内 有 


Be M(B) -v6 2 
(c) 当 s 一 0 时 ,1M .1 一 Hane, 一 0。 
(d) 如 果 f 在 D 内 调和 , 则 在 D,-。 内 
Mf |], 
(e) 对 任意 pg ELXD), gq 在 Di-, 外 为 0, 则 
| (M sf pdas 一 作 f{(M.q)do,, 

(f) MM 一 MeMsf, z€D. | 

证 明 。(a) 我 们 要 证 明 Mf 的 逐次 偏 导 数 存在 ， 只 需 证 明 
Mf 存在 ,其 它 导数 类 似 便 可 证 出 。 设 = 一 = 十 为, 《一 上 十 


in 则 由 (3.1) 式 ,我 们 有 
Mflx + h,y)— M.flx, y) 
ph 


a |i, ~ (zx 十 从 沁 一 — XE — ,ny)) dtdy, 
由 于 
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Ha Kes xt, 1—y) XE x 1—y) 


有- 太 


一 Xe(§ + 二, 
Ox 


且 Es 一 致 有 界 ， 由 Lebesgue 积分 号 下 取 极 限 


的 定理 , 当 %4 一 0 时 有 


Mh ?7) _。 | f(&, 1) OX(§ — ,1 — yy) dEdn, 
x Cc Or 


(b) 由 假设 fe C《D), 对 于 z 一 “十 6《 忆 -,， 在 积分 号 
下 求 导数 得 到 
Mb (Ji + yy + XS, Ad 


Ox 
一 并 sts + 5 y tC, n) dgdn 
Ox 


下 
同 理 可 证 
2) 


(c) 我 们 要 证 明 ， 对 于 任意 5 > 0， 存在 es > 0， 使 得 当 
0 一 < se。 时 总 有 
[Me ~— tleaw, < 5, 
首先 由 于 je LXD), 在 D 外 f= 0。 任意 给 定 8 二 0， 对 
任意 5 > 0， 存 在 Di+1。 上 的 连续 函数 g， 使 得 


Nf ~ gl r0 < 了 
其 次 ,对 于 这 样 的 8, 存在 se < 2 ， 使 得 当 s 二 so 时 
上 Mg 一 gliw, 一 了 
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事实 上 , 当 se 万 时 ,对 于 给 定 的 5， 由 于 2 在 D46n 上 的 一 至 
连续 性 , 存在 

go0 < 
2 


使 得 当 | < se 时 总 有 
lg(z 十 旨 一 go 一 


6 
3 Ir 
因此 
IMig C2) — gC0)| 一 让 [gCz + 6) — eC) 1X(t)dor 


< las + — ed CDaa 


6 
< 3 这 | XL) dor 
6 
3Var 
将 这 不 等 式 两 边 平方 后 ,在 D 上 职 分 得 到 
IM.s — slew < (2), 


即 


Mg — glen < 


最 后 我 们 证 明 当 s < se 时 ,有 


MCf — 2) lp < 5 


3" 
由 Schwarz 不 等 式 , 当 z ED 有 
mdf — oF | G+ D — ee + OE) | 


< | If + = ae + OPC ||, Lda 


— | fa + 56) — gs + OX Ed. 
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因此 
LAC 
< feo fliG + DD ~ gC + x), 
应 用 Fubini 定理 交换 积分 次 序 ,得 到 
J), MG — ohio, 
< xc)aor (| NCs + 0) — es + Olido, 


< |i 一 gllizcw, +ey < (2) 


这 就 是 说 
HM 一 ele, < ES 
总 之 , 当 
s<s < 
时 ,我 们 有 


IMf— flexp < HMI— N+ lMe— el+ ly— ell 


<2Ta+a 一 5 
3 3 3 


(d) 由 假设 f 在 DD 内 调 和 ， 则 对 z€D,-_。， 设 《一 re’, 
1 二 8， 由 中 值 公 式 ,得 到 


MD 一 (| fs + xaCE) do 
= | 人 f(z 十 7 XeCr)rdrdg 
一 [Cr)rar 全 f(z 十 re2)d0. 


= fo Xr)rdr 一 fz)， 
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(e) 由 于 9eP(D)， 在 Di-。 外 p 一 0， 我 们 有 
作 (Msf)pdos 一 | » Pdos | f(EX lt — zdoe 


| 
-小 ， Feaor cxG 一 z)dos 
-人 f(t Mp Edar 


~ 什 KMqp)do,, 
({) 由 Fubini 定理 ,对 于 zeD 
MsMsf 一 人 cpc + bX Edos 
A 
-| [hrc 十 十 Dx)dos| Xn das 
一 MM. 


引 理 全 部 证 完 。 


对 定义 于 DD 内 的 微分 mE CCD)。 设 
w = plz)dx + gqg(z)dy, 


则 p，g € LXD)。 定义 


Mo = (MP)dx + (Mg)dy. 


注意 。 这 里 函数 p(z)，9q(z) E LXAD)，LXD) 表示 通常 意义 下 
的 平方 可 积 函数 空间 。 而 微分 wE LD)，LXD)》 则 表示 按照 


$ 1 
号 。 


中 定义 的 微分 空间 。 为 了 简化 符号 ,我 们 在 这 里 采用 了 同一 记 


由 引 理 3.1, 我 们 可 以 得 到 下 面 关 于 微分 的 引 理 。 
引 理 3.2。(a’) Mew 是 C”，。 微分 ,在 Ditr 外 为 0 
(py) 如 果 w 是 C' 微分 , 则 dMeo 一 Msdo。 

(c) 当 e 一 0 时 ，lMo 一 olzxop 一 0. 

〈《d) 当 w 是 调和 微分 时 ，Meo 一 wo， 

《e) 如果 微分 YE LX《D)， 且 在 Di-。 外 为 0, 则 
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(Mo， 7)ep(o， Ms7)rxp)。 
《f) 在 D 内 MM.w 一 M Mio。 
证 明 。(a’) 由 (a) 直接 推出 。 


(b') 由 C5) 有 
_ (0Meq _ OMeP 
dM sw (Ca ye) dz 和 Ad 
一 0g9 6P 
Me (3 7 ) ds hdy 
= M sdw, 
其 中 按 定义 


(c) 由 (o) 当 s 一 0 时 ,我 们 有 
[Mo 一 lo 一 人 | CMP — Pl? + |M.g — ql)dsdy 


= [MP — Pliap) 十 NM 一 ?io -> 0, 
(d) 由 (4d)， 对 定义 于 DD 的 调和 微分 w， 按 定义 存在 调和 也 
数 ,使 mw 一 df， 因 此 有 
Mew ™= Medf = dMf = df = w, 
le’) 由 (e), 设 7 = pdx 十 jdy， 


Mow, Dir = ||, Msp) + Mg) dsdy 
一 | (PM.® + 9M .db)drdy 


一 (| Cpirs + gM.p)drdy 


= (w, Ms7)LipD) 


(f) 由 (f) 直 接 推 出 , 引 理 全 部 证 明 ， 
$4 Weyl 引 理 与 调和 微分 子 空 间 


我 们 将 要 证 明 ， 
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H~ ENE* ~ (EDE*): 
是 调和 微分 构成 的 子 空间 ， 根 据 定理 1.3, 我 们 知道 ,如 果 % 是 C: 
微分 , 则 w% € 旦 当 且 仅 当 w 是 调和 微分 由 这 一 结论 ,只 要 我 们 能 
够 证 明 , 如 果 we 互 ， 则 wo 是 5: 微分 ,我 们 就 知道 是 调和 微分 
子 空间 。 为 此 ,要 用 到 Weyl 引 理 , 
引 理 4.1。(Weyl 引 理 ) 设 w€E Li(D),D= {jz| <1}), 且 
对 任意 fe CD) 有 
- (o， dj)zap = Cw, *df)rip 一 0， 
则 w€ CK(D7， 央 而 吧 是 调和 微分 。 
证 明 。 考 趣 Mo， 由 引 理 3.2， 我 们 有 
(Mewo，df)zxp 一 (o，Medf)rzap 一 (人 o，dMefDrxp) 一 0 
(Mews *df)rp = (wo, Mel* df)) rnp 
= (wo, *#dMef)np = 0 


因此 ,由 定理 1.3，M.w e B+ 由 E*，M。w 是 调和 微分 ， 再 由 引 理 
3.2(g'), 在 DD 内 有 MsMsw 一 Mew，M:Maw 一 Msw， 进一步 根 
据 引 理 3.2(f)，MsMsw 一 MMsw， 所 以 Msw 一 Msw。 最 后 ， 
由 引 理 《3.2)(e'), 当 8 二 5, 2 一 0 时 
[Mew 一 wilep = Mw — olliup — 0, 

这 就 得 到 Msw 一 ollzxop 一 0， 于 是 在 忆 内 几乎 处 处 有 ow 一 
Mm。 因此。 是 CD) 微分 。 引 理 证 完 

定理 4.2。 互 是 调和 微分 子 空间 

证 明 。 设 EH ~ E+ 由 EB*， 在 任何 局 部 参数 圆 内 ， 取 局 
部 参数 映照 ，z 一 p(P) 把 了 拓扑 地 映照 为 圆 D = {1z| < 1}， 
对 任意 1fe C3?(V), 在 LX《D) 中 有 

(w,df) = (wo, *df) = 0, 

于 是 根据 Weyl 引 理 , % 在 VV 内 调和 ,因此 , o 在 整个 友 上 调和 , 定 
理 证 完 。 

引 吾 43， 设 D 一 {|z| 二 1} 为 平面 C 上 的 圆 , pe CD)， 
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则 微分 方程 
人 
在 LXD) 内 有 解 。 
证 明 。 我 们 证 明 , 对 xz ED, D, = {|t| <2), 


. 一 工 1 
lo) —B | bg HT PC + #)dsdn 


就 是 所 求 的 解 ,其 中 z 一 + 十 iy,，L 一 十 jim。 事实 上 ,在 积分 号 
下 求 导数 ,得 到 
一 上 
全 0) 2x ji 


log ApG + ad5dn。 


上 | 
由 于 当 5 0 时 


1 
Alog 一 -一 0 
ll 


设 忆 . 一 {zl < ge), 对 任意 z€D, 应 用 Stokes 公式 ,得 到 


se0 2 v 1 


一 1 
plz + LA log 十 | dtd 


~- 二- 友和 | 证 汪 


8(D, -De) 


Ab(z) = im 1 于 | -1 Ap(z + 2) 


,1 
= lim 元 加 plz 十 ) By dt 


2 
一 lim 上 | plz 十 re)dO 
2x .0 


一 gp(2)。 
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引 理 4.4.。 如果 we CXD)NLX《D),D 一 {1z| 1， 则 存 
在 8 € C(D)， 使 得 在 D, 一 {|z| 之 r}(D <r<1) 有 
w= df+ *dg. 
证 明 。 作 CD》 函数 


1 
1 1 |z| < 
ec(z) 四 CC 《ri 一 r)》 一 (fs 一 y 二 | z] 一 ri 
0 | z| 之 ri 


令 wo 一 el(z)w， 则 在 D, 内 wm。= w。 设 
wo = plz)dx + q9(z)dy, 
这 时 p(z)，g(z) € CHD)， 由 引 理 4.3, 存在 &6 CD)，, 使 得 
Fe -Pg 6 OP, 
Dz Oy Ox By” 
因此 有 dx*dg 一 dwoo，d(w 一 六 dg) 一 0， 基 wo 一 *dg 是 闭 
”微分 ,于 是 存在 f€ CXD), 使 得 oo 一 *dg 一 df。 即 wo= df 十 
六 dg。 因 此 在 D, 内 w 二 df 十 * dg。3 引 1 理 证 完 。 
定理 4.5。 对 任何 w€ CXW) 人 个 L:W)，w 具有 唯一 的 分 解 
式 
w= w+ dit+ *de, 
其 中 f, gE€ CA(W), ws EH, df € E, *dg€ E*, 
证 明 。 由 分 解 定理 LXW) 一 五 四 E 四 下 ， 则 ww 具有 唯一 的 
分 解 式 
OO 00, wt wr, 
其 中 w; EH，w. EE，wn《 E*。 由 引 理 4.4， 双 任何 局 部 参数 
圆 7， 设 > 一 z(p) 为 局 部 参数 映照 ， 
V=2z (DD), D= {|z| <1}, 
存在 fh，go€ CD)， 使 得 在 D， 内 
w= dfjot+ *dg, 
不 妨 设 此 式 在 马 内 成 立 。 因 此 在 DD 内 有 
wht we tt wa df * dgee 
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令 
0= w+ w.— dh= *dg— ww*.。 
现在 我 们 证 明 6 是 DD 内 的 调和 微分 ,为 此 要 用 Weyl 引 理 。 对 任 
意 pE C8(D)， 当 然 pe CP(W)， 只 要 令 P 在 V 外 为 0， 我 们 
有 
(0, dp)zxp) = (*¥dg, dp)rip) — (ws* , dp)rip) 一 0， 
这 是 因为 (wot, dp )zxp) 一 (wer,dqp) 一 0， 及 


Grdgo, dp)um — ||, dgo Nsap—— ||, des Ady 


一 一 | gpddgo 一 0。 
其 次 我 们 有 
《9， dp)rap = (ms, *dp) 十 (we, * dp) 
— (df,, *dqp) 一 0， 
这 是 因为 *dp 《EE*, (ws, *dg) 一 0， (oo 沙 dg) 一 0， 并 且 
《dj * dg) 一 —(*df,, dp) 一 0 
总 之 , 对 任意 pe C8(D), (0, dp) 一 (06,，*dg) 一 0。 由 
Weyl 引 理 6 是 调和 微分 ,因此 
We 0O— wt dh, wr= *dg—0 
是 co' 的 微分 。 由 引 理 2.2，o。 是 正 合 微分 ，w* 是 上 正 合 微 
分 , 即 存在 f,g € CW)， 使 得 df 一 w.，*dg 一 wa。 于 是 
w= wy 二 df+*dg。 
定理 证 完 。 
引 理 4.6， 如 果 EC 了 DLP)， 且 dw 一 0， 则 
w= w, + dl, 
其 中 w， EH, Fe CW), dfeE. 


证 明 。 由 假设 ,根据 引 理 1.2，w € E*。 由 分 解 定理 ， 我 们 有 


w= wi we tt wer, 
其 中 wi EH，w.€EE，w*€ E*， 因 此 
0 mn (ws, cu) bm (ws, we*) 十 (we, wet) 
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十 (oor， Wt) = (wet, we*), 
于 是 wx 一 0, w= wo 十 we。 w 是 c! 的 ,由 引 理 2.2，w。 是 
正 合 微分 , 即 存 在 1e CX《W)， 使 得 w= df。w 一 wis 十 df。 证 


一 
pA 


Riemann 曲面 玉 上 是 否 存 在 调和 微分 是 一 个 重要 问题 , 引 暴 
4.6 表明 ,如果 及 上 存在 “: 的 闭 微分 mw, w 不 是 正 合 的 , 则 WW 上 一 
定 存 在 非 骞 的 调和 微分 ，w, € 了 ， 这 是 因为 由 引 理 4.6， 

w= w+ df, 
wo 不 是 正 合 的 ,必定 存在 一 逐 段 解析 的 简单 闵 曲线 c, 使 得 w 在 * 
的 周期 
| wo 天 0， 
即 
| Ws 一 | w 0, 


ws 不 可 能 是 常数 。 

另 一 方面 ,如 果 W 上 存在 一 逐 段 解析 的 简单 闭 曲 线 c, 不 分 割 
W， 即 W 一 。 是 连通 的 。 则 W 上 一 定 存在 “: 的 闭 微分 mn， 使 得 
?在 < 的 周期 


[ot 

事实 上 , 由 于 “ 不 分 割 WW, 则 存在 逐 段 解析 的 简单 闭 曲 线 世 ,使 得 
了 与 < 仅 交 于 一 点 ， 设 二 的 定向 使 “ 从 世 的 左边 穿 过 工 ， 了 为 也 
对 应 的 微分 , 则 和 就 是 所 求 的 的 闭 微 分 ， 

我 们 也 应 该 知道 , 正 合 的 调和 微分 不 一 定 存在 

引 理 4.7。 如 果 琵 是 紧 Riemann 曲面 , 则 WF 上 一 定 不 存在 非 
零 的 正 合 调和 微分 

证 明 。 设 是 灰 上 的 非 零 正 合 调和 微分 ， 则 存在 调和 函数 畏 
使 得 w 一 df, fE C~(《W)。 由 于 W 是 紧 的 ，df€ E， 因 此 由 E 1 
昌 ， 得 到 (ww，w) 一 0，， 即 w= 二 0 与 假设 % 非 零 巴 慎 。 引 理 证 
完 ， 
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$ 5 具有 极点 的 调和 微分 和 解析 微分 的 存在 性 


我 们 已 知道 ，Riemann 曲面 上 不 一 定 存在 正 合 的 调和 微分 和 
解析 微分 。 所 以 我 们 这 里 要 构造 具有 极点 的 微分 。 设 p。 为 W 
上 一 点 ,在 po。 的 局 部 参数 邻 域内 设 x 一 zs(p) 为 局 部 参数 映照， 
z(po) 一 0， 设 局 部 参数 圆 万 一 {plzCp)1 <1}，D, = {|z(p)| 
二 nj(ri > 1)， 下 面 我 们 将 用 x 表示 点 Pp。 设 go， 41.€D, a 一 
z(qo)，b 一 xz《q,)。 在 这 样 取 定 的 局 部 参数 ? 一 z《p) 下 ,我 们 要 
构造 W 上 的 调和 微分 或 解析 微分 。, o 在 po 具有 极点 ,在 DD 内 


o 一 (二 )- o 十 ndz 
Z* 


ZTE 


是 调和 的 ,或 者 w 在 9,，9 具有 极点 ,在 DD 内 
2 一 2 1 1 
oo 一 dlog “一 oo 一 人 一 二 二 )w 


多 一 2 一 4 2 一 2 


是 调和 的 , 
定理 5.1。 WW 上 存在 微分 ,满足 
(a) w 在 W 一 {P,} 上 是 正 合 的 调和 微分 , 


(bh) 0 一 4 (十 ) 一。 + 2 (x 之 1) 在 D 内 调和 , 


2 2+1 


(0) loliwm ~ ||, ,oN wo < oo, 


(d) 对 任意 hE C8(W)， 在 po 的 邻 域 内 为 0, 有 
(ws dh) = (wm, *dh) = 0, 
证 明 。 作 ce (zx) CIC)， 使 得 在 |z| <1 内 elz) 一 1, 在 
|z| 之 7 内 e(z) 一 0， 通 过 局 部 参数 z 一 z(p) 把 e(z) 开拓 
为 厂 上 的 函数 


e(pP) 一 { 
作 W 上 的 微分 
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¢ (2), peéD,, z= sp) 
0， p&D, 


d(e(z)|2"), péD, 
4 pE&Di, 
则 在 WW 一 {po} 是 Ci 的 , 且 在 D 内 
~d{l 
. " (二 ) | 
由 在 D 一 {po} 内 解析 ,因此 有 #*$ 一 一 ip， 即 i*yV 一 人寿 
D 内 J 一 i 米 一 0, 于 是 出 一 ;水 中 是 殉 上 的 微分 ,并 且 几 一 
i ECMW) 人 站 LX《W). 根 据 定理 4.5，$ 一 j= wi 十 d+ 
* dg, 其 中 w, EH, 1, gE CW), df EE, *dg € E*。 定义 
w= — d= i*b+ w+ *dg, 
则 ww 满足 条 件 (a) 一 (d)。 证 之 如 下 
(a) 由 w€E CW 一 {Po}) 及 在 WV 一 {Pp} 上 正 合 ,知道 
o 在 及 一 {Pj 内 正 合 。 又 由 dw 一 0 及 
*do= kdixky) + kdo, + *dkdg = 0, 
所 以 % 在 丈 一 {PB} 内 还 是 调和 的 。 
(b) 由 于 在 DD 内 
jivedll 
中 1 水 中 4 (二), 

”上 所以 

es 1 Er m= ww 
o—d(L)——df™ wt ¥dp, 

Lalli\\o 
(eo a (3)) ddf 0， 


*d(o 一 4( 二 ))- 水 do 十 水 d 沙 加 一 0， 
LA 


即 


在 D 内 调和 , 
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loli op < 1 是 wo + llaflliscw_p, < oo， 
(d) 设 hE C“,(W)， 在 P 的 邻 域内 为 0, 则 有 
(ooy dh) i(kb, dh) 十 (os dh) + (x dg, dh) 一 0。 
这 是 因为 dpe E，(w，,4h) 一 0，(#dg, dh) 一 0 并 注意 到 4 在 
加 的 邻 域内 及 一 个 紧 集 外 为 0， 应 用 Stokes 公式 ， 
《 洲 由 ，dp) 一 一 | 由 人 太一 | 2Zdd 一 0。 
同样 可 以 得 到 
(ws,* dh) = (pb,* dk) + (df, * dh) =: 0。 
定理 完全 得 证 。 
设 w 为 定理 5.1 中 构造 的 微分 ，% 在 P, 具 有 极点 ， 在 Po 的 局 
部 参数 圆 内 ,并 在 指定 的 局 部 参数 z 一 z(p) 下 ，z(ps) 一 0， 


(9 一 d G ) 
2 


是 调和 的 ,我 们 称 % 在 P 有 奇异 部 分 


4()= 一 -dz， 


根据 定理 5.1 可 以 得 到 下 述 推论 。 
推论 ， 对 于 任意 的 Riemann 曲面 WW, 设 * 宇 1 则 


(1) 存在 正 合 的 调和 微分 ， 在 具有 奇异 部 分 4 (十 ) 
(2》 存在 正 合 的 实 调和 微分 ， 在 巴 具 有 奇异 部 分 Red (2) 


位 mm 世族 


(3) 存在 调和 函数 ,在 P, 具 有 奇异 部 分 池 


(4) 存在 解析 微分 , 在 P， 具 有 奇异 部 分 4 (二)， 且 具有 正 合 
的 实 部 。 
证 明 ， 定 理 5.1 中 构造 的 向 分。 满足 (1)，7 一 名 十 (或 
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WO 
2 


) 满足 (27，7 + ?# 7 是 解析 向 分 这 是 因为 
沙 (Y 1*7)= 一 i(7 + i*7)， 

且 d7Y 十 i¥*7) 一 0， 即 7 十 1x*7 还 是 闭 的 。 由 第 四 章 定理 
4.1 的 推论 ，7 十 i*Y 是 解 折 微 分 。 于 是 7 十 i*7 满足 《4)， 
对 积分 即 可 得 到 满足 (3) 的 调和 函数 。 

定理 5.2。 Riemann 曲面 W 上 存在 微分 o ,满足 

(a) oo 在 多 一 {9， qu} 内 调和 ， 

(b) 在 局 部 参数 圆 也 内 ,并 在 局 部 参数 z = z(p) 下 ,0 一 
dlog 二 二 是 调和 微分 ， 

2—b 

Cc) llollizw-_p < 0， 

(gd) 对 任意 he C~((W), 在 PD 内 4 一 0， 则 有 

(w, dh) = (w, *dh) = 0, 
(le) w 在 W 一 D 内 是 正 合 调和 微分 ， 而 在 DD 内 ow 一 


dlog( = 一 二) 是 正 合 调和 微分 。 
证明。 如 同 定理 5.1 的 证 明 一 样 , 作 微分 


df(eCD log 二“ )， pEéD, z= z(p), 


一 4 


4(p) 一 

0， peD,, 
岁 一 i 半 由 在 DD 内 为 0， 一 i* 风 ECUKWW) 几 LX《WW)， 由 定理 4.5 
有 分 解 式 

由 一 1 水 少 王 wT dit *dg, 
其 中 WEH, f, gEC(W), df EE, *dg€E E*, 令 

w= —df=i*9+w,+*dg。 

如 同 定理 5.1 的 证 明 一 样 得 到 到 满足 (a),(b),(c), 和 (d)。 由 于 
是 正 合 的 ，w 一 由 一 df 在 W 一 DD 内 是 正 合 调和 的 。 在 DD 内 
2—a 


— dl “= —d. 
0 og 7 


E34 
是正 合 调和 的 ， 定 理 证 完 ， 
9 9 


推论 。 设 到 W 为 任意 Riemann 曲面 , 点 m%，9, 在 局 部 参数 加 
DD 内， 2 z(p) 为 局 部 参数 映照 ， D= {p: 1zCp)| <1} 0 
xs(qo)，0 一 zx09)， 则 


(1) 存在 调和 微分 。， 具 有 奇异 部 分 dlog 一 = 


一 2 9 
(2) 存在 正 合 的 实 调和 微分 +， 具有 奇异 部 分 dlog | 二 -|， 
(3) 存在 实 的 调和 函数 ,具有 奇异 部 分 log 上 二 人 
(4) 存在 解析 微分 ,具有 奇异 部 分 dlog 二， 且 有 正 合 


的 实 部 ， 

证 明 。 定 理 5.2 中 构造 的 微分 满足 (1)，7 一 “人 满足 
(2), 7Y 十 1 六 7Y 一 w 满足 (4), 对 7 分 得 到 请) 的 的 调和 
函数 ， 

定理 5.2 及 其 推论 表明 , 当 %，9 在 同一 局 部 参数 圆 内 时 , 存 
在 一 个 调和 微分 o, 在 % 和 4 具有 极点 。 在 g 的 局 部 参数 邻 域 
内 , 取 局 部 参数 z, 使 得 s(go) 一 0， 则 在 % 具有 奇异 部 份 于， 
在 9, 的 局 部 参数 邻 域内 , 取 局 部 参数 z, 使 得 z(q) = 0， 则 % 在 
4 的 奇异 部 份 为 一 4 w 在 qo 的 留 数 为 1， 在 g, 的 留 数 为 一 1， 
留 数 和 为 0 

对 于 WW 上 的 任意 两 点 4 和 4， 上 面 的 结论 仍然 成 立 . 事实 

上， 作 绝 oO; [0， 1] 一 三， t ~> olr) 连接 g。 和 9,， 妈 o(0) 一 qo 
ol1) 一 94。 分 割 


[0,1] = U [ii, tit1], 
i=0 


oo = 0, tH th 一 1 把 弧 g 分 为 ci gi: [itin] 一 VW， 
oi(2) = olt), 使 得 ol[i,, tin]) 位 于 某 一 局 部 参数 贺 D; 内 ,对 
0 过 i 志 n, 取 cp) 的 局 部 参数 邻 域内 的 局 部 参数 为 z， 


性 ] 号 名 


z(a(11)) 一 0， 
则 对 每 一 个 郑 (0 委 ; 委 4， 到 上 存在 解析 oi 人 oi 在 


cGa) 和 altin) 具有 极点 ,在 2) 的 奇异 部 分 为 < ， 在 oltin) 


的 奇异 部 分 为 一 4. 令 o 虽 一 oo 十 由 十 .十 as， 则 o 即 为 
所 求 的 微分 。 我 们 有 下 列 定理 . 
定理 5.3。 设 go, 94: 为 Riemann 曲面 WW 上 的 任意 两 点 , 则 
(1) 存在 一 个 解析 (调和 ) 微 分 ,以 9，9; 为 极点 ,在 go 的 奇 


异 部 分 为 开 ， 在 和 4 具有 奇异 部 分 为 一 各 


(2) 存在 一 个 实 调和 函数 ,以 g,，4 为 奇 点 ， 在 的 奇异 部 
分 为 一 log |z| ， 在 9: 的 奇异 部 分 为 log |z|。 

定理 5.4。 在 Riemann 曲面 本 上, 给 定点 9， 2 49， 及 复 
数 ct，cz……,c。 使 得 c 十 十 十 co 一 0 在 49; 的 局 部 参 
数 邻 域内 , 设 x 一 z(p) 为 局 部 参数 z(g;) = 0, 1 i<n， 则 
于 上 存在 一 个 解析 (或 调和 ) 微 分 @, 以 9 为 一 阶 极 点 ,在 4 的 奇 


异 部 分 为 “4， 即 在 极点 9 的 留 数 为 ci。 


证 明 。 取 定 一 点 @ 关 gi(i 二 1, 2 n), 在 go 的 局 部 参数 
邻 域 内 取 局 部 参数 为 z 一 z(p)，z(gqo) 一 0， 则 由 定理 5.3， 对 
2 和 4(1 委 ;1 私 2) 存在 解析 (或 调和 ) 微分 w;， 在 4 具有 极 


点 ， 奇异 部 分 为 衬 ， 在 q, 具 有 极点 ,奇异 部 分 为 一 谋 ， 令 


= CW 十 cw 十 …' 十 CaCOny 


则 w 即 为 所 求 微分 . 
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第 七 章 紧 Riemann 曲面 


$1 紧 Ricmann 曲面 上 的 调和 微分 与 解析 微分 空间 


在 这 一 章 中 ,我 们 总 设 W 为 紧 Riemann 曲面 , 亏 格 为 .首先 ， 
我 们 讨论 调和 微分 的 存在 性 ， 从 上 一 章 中 知道 , 当 8 一 0 时 ,所 有 
调和 微分 是 正 合 的 , 因此 为 零 . 当 8 之 1 时 , 非 零 的 调和 微分 总 是 存 
在 的 .因为 这 时 总 存在 一 条 不 分 割 夏 的 逐 与 解析 的 简单 闭 曲线 忆 ， 
对 应 存在 另 一 条 上,， 使 -L; 与 仅 交 于 一 点 。 设 人 为 与 也 对 
应 的 闭 微 分 ，mz， 是 CF 的 闭 微分 ，dnz, 一 0，n4， 在 L, 上 的 周 
其 

| no, me 1, 

规定 L; 从 L 的 左边 穿 过 Li， 由 第 六 章 引 理 4.6, 对 于 ni,， 存 
在 or EH 及 dje E， 使 得 ,一 or, 十 df， 则 or 即 为 非常 
数 的 调和 微分 . 

由 第 六 章 引 理 2.1, 对 任何 闭 微分 有 

{i Cm, wm) 一 Gyon) 十 (xd 一 (won) 

这 里 因为 nNE E*!, *dfeé E*, (7, *df) -= 0, 

定义 L; 与 L! 的 相交 数 L, x Li 为 L, 穿 过 L 的 次 数 
总 和 ， 当 工 ; 从 LL 左边 穿 过 忆 时 是 十 1 次 ，L， 从 Li 右边 穿 
过 L 时 是 一 1 次 , 于 是 如 果 设 wr 与 wz， 是 对 应 的 调和 微分 ， 
则 

LXL™= | Lp (wr *BL) 一 i ws 信人 oz。 

考虑 风 上 的 所 有 调和 微分 组 成 的 空间 妃 。 我 们 假定 & 之 1 

妃 是 复数 域 上 的 线性 空间 ， 现 在 ,我们 要 找 出 已 的 基 ， 
134， 


设 纱 的 标准 正规 基本 多 边 形 表示 为 
| DH:abarbrl...*.. azbear'bs! 
则 Cai，651，…，、az，。4:) 组 成 W 的 同调 群 的 基 ， 廿 的 边 a， 
九 ，"……，ar，b， 是 解析 的 简单 闭 曲线 ， 这 些 闭 曲 线 之 间 的 相交 
数 , 只 有 
oar X 了 一 1 bxXa=—l1 (li<hl<gs), 
当 了 关上 时 ，cX 广 一 0， 
Ci Xaj= 0, bX b;= 0, 
(1 <i, j< 8) 
设 ox 为 与 b 对 应 的 调和 微 
分 , 一 Be 为 与 ek 对 应 的 调和 微 
分 , 则 


ak X pk 一 J ok 一 人 A 


=1 


2 


办 X et 一 一 | au- 一 什 wAa 

一 一 1， 
因此 , 仅 当 if 二 二 时 

Jane alaner 
在 其 它 情 况 下 积分 都 为 零 ， 即 ax 只 在 oe 的 周期 为 !1，pi 只 在 
6 的 周期 为 1。 按 通常 定义 ,微分 在 闭 曲线 7 的 积分 , 称 为 @ 在 
7 的 局 期， 

现在 ,我 们 证 明 ， (oa ， Ge, Bis''', Bi) 是 日 的 一 组 基 . 

它 是 线性 无 关 的 , 较为 如 果 有 复数 4; 和 pi 使 


>) 250i 十 2 wifi 一 0， 
则 分 别 在 a; 和 6; 上 取 积分 后 , 便 得 到 1 一 0， 由 一 0, 这 就 是 
线性 无 关 性 。 1 
另外 ,对 任意 wm€ 日 ， 总 存在 4;，Bj;€ C， 使 得 
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过 & 
0 一 > Liai + 之 BjB;, 


i=1 


事实 上 ,只 要 取 
af Be 


即 可 ， 我 们 称 4; 为 4- 周 期 ，B; 为 B- 周 期 。 因 此 ，(a,…*， 
ar， 有，'"…，pBs) 是 互 的 一 组 基 。 同 时 我 们 知道 , 2 由 它 的 4- 周 
期 和 8B- 周 期 唯一 确定 . (a, “0 0 Pls “Ss pe) 称 为 同调 基 
(o *, ar，2，-…，p) 的 对 偶 基 。 

定理 1.1， 紧 Riemann 曲面 的 调和 微分 空间 五 的 维 数 一 28 

另 一 线性 空间 是 WW 上 所 有 全 纯 微 分 组 成 的 空间 4, 4 是 HH 的 
子 空间 . 

设 4 一 {wp: gp 是 WW 上 全 纯 微 分 }， 

A {F: pe A}, 

则 4 与 4 同 构 。 

定理 1.2， 胞 一 4 狼 4，A4 的 维 数 一 8。 

证 明 。 因 为 对 任意 we 4， 页 e 4 ,注意 到 ke 一 一 ip, 则 有 
Cp, PB) (*p, *B) = (— ip, (— ip)) = (— ip, ig) 

= (—)(— Dp, h) 一 一 (p,m) 

所 以 〈o， 5) 一 0， 即 414. 

根据 第 四 章 定理 4.1, 对 任意 。€E H,， 有 5e 8， 

p= otikwE A, gp—“6+ikie A, 

因此 ，@i€ 4， 但 
P+ 

2 
故 且 一 4 引 4，4 的 维 数 一 8， 定 理 证 毕 , 

引 理 1.3。 如 果 9 和 6 为 W 上 的 闭 微 分 , 则 


| ono- Sl, 0, 5—1, 5 ol. 


‘WwW 


证 明 ， 由 假设 9 与 6 是 闭 微分 ， 根 据 第 六 章 引 理 4.6， 存 在 
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人 


多 


,EH 和 fe CW) 以 及 dj，d}e E， 使 得 9 一 6s 十 
df ， 6 一 名 + dj， 注意 到 三 是 紧 曲 面 ， *dfé E*, 我 们 有 


|j eA6—— (6, *6) = — (0, + df,*6, + *dy) 


Ww 


一 一 (9 *6) — 中 2 和 所 


这 样 ,我 们 不 仿 假定 6，66e H, 
设 6 的 4- 周 期 为 (4 A,), B8- 周 期 为 (Bi,-**， 8B,), 
6 的 为 (4,, ”9 A,) 与 (多,， ”3 $B,), 则 有 表示 式 
0O 一 > Aioi 十 Bip, 6 一 > Ajo; 十 3 bi;Bi, 
j=1 i=1 


i1=] i=l1 


注意 到 只 有 
j ow; Mb: = 1, 


其 它 积分 为 0, 直接 计算 得 到 
| ONG = SCA HB), 
此 即 


引 理 证 完 。 
如 果 9 是 调和 微分 , 则 96€ ,x*6€ 厂 , 由 引 理 1.3 我 们 有 
lolF = > of *6 | *| 9|. (1.D) 
定理 1.4， 设 p，p” 为 全 纯 微 分 ，4- 周 期 和 了 -周期 分 别 为 
4 和 B;，A; 和 B; (1 志 i 声 g)， 则 有 关系 式 
i(p, 8) = FAB BA) 0, (1.2) 
[| 


证 明 由 引 理 1.3 及 
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i(y, §) 一 | p 人 mw 一 0， 
立刻 得 出 这 个 关系 式 。 
定理 1.5， 设 ? 为 全 纯 微 分 ，4- 周 期 和 8- 周 期 分 别 为 4; 和 
BC1L 委 ;1 委 8)， 则 有 关系 式 


€ 
lol? = i D) (A;B;— B;4;) > 0, (1.3) 
j=1 


证 明 因为 
lp = (9, 9) 一 a 9 人 9， 

由 引 理 1.3 并 注意 到 9 的 4- 周 期 和 8B- 周 期 分 别 为 4;，B;, 储 
可 得 到 证 明 。 

关系 式 (1.2) 和 (1.3) 称 为 全 纯 微 分 的 Riemann 双 线 性 关系 
式 ， 

推论 ”对 于 全 纯 微 分 w， 如 果 4- 周 期 或 8- 周 期 都 等 于 零 ， 
或 者 4- 周 期 和 了 -周期 此 为 实数 , 则 p 二 0， 

现在 构造 全 纯 微 分 空间 4 的 典型 基 ， 

4 是 & 维 线性 空间 , 设 pb, hh, hs 为 一 组 基 。 gs:; 在 di 
的 4- 周 期 为 4;, 则 行列 式 1(A;)| 关 0， 因 为 如 果 1(4i)| 一 
0， 则 存在 一 组 非 全 为 零 的 (hi, 42,*"*， 1z)， 使 

Tdi 0， j= 1, 2,，: '&。 


这 时 4&4 十 …' 十 4ps 三 0， 因为 它 具 有 零 的 4- 周 期 ,这 便 与 
hh hs 是 线性 无 关 的 矛盾 。 
令 


EE 
pk 一 DP) td, k= 1,2,...8, 
可 1 
其 中 %ix 是 方程 组 
4 
| 4 DY MAii = Hi, JR 1, 2,**…*g 
of ml 
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的 唯一 解 。 这 里 ， 当 ij 一 外 时 ,54 一 1; 当 了 < 关 人 时 ，5i 一 0， 
则 〈P，2 pe) 构成 4 的 另 一 组 基 , 其 4- 周 期 和 8- 局 期 
如 下 表 所 示 : 

周期 a, 0+ as 号 b, :be 


(pi ps Pe) 称 为 4 的 典型 基 。 
考虑 B- -周期 了 
By 8 Bi 
(B;) 一 Ba Br ** Bs 


Bi Br :Bsr 
(8B8;;) 是 对 称 和 矩阵 : 因为 由 定理 1.4, 令 gpg 一 gy 和 gq 一 gi， 设 
gi 在 ox 的 4- 周 期 为 Aix， 则 Ai 一 84， 所 以 
DD) AaBii 一 BaAin) 一 0， 
r= 
即 Bj;; 一 B; 一 0， 这 就 说 明 (8B;;) 是 对 称 的 。 
矩阵 (Im8;;) 是 正定 的 。 为 证 明 这 点 ,应 用 定理 1.5 于 p 一 
xigi 十 ……: 十 yepr 《其 中 x; 为 不 全 为 零 的 实数 ) 得 到 lo 由 二 0， 
由 于 9 在 ok 的 4- 周 期 为 4 一 xy 在 b 的 8- 周期 为 
有 一 xiBi + XB tT :+ reB i, 
我 们 有 
0<i 六 (x;B; 一 ¥;B;) = > b> xixilmBi 
j=l fml R=1 


即 《ImBi;x) 是 正定 的 。 
$2 亚 纯 微 分 及 其 双 线 性 关系 式 


设 吧 为 紧 Riemann 曲面 上 的 亚 纯 微分 , 我 们 知道 , 2 只 有 有 
“459， 


限 多 个 极点 。 在 极点 p。 的 参数 邻 域内 , 我 们 取 定 局 部 参数 z 一 
gp(p)， 使 p(Po) 一 0， 在 这 参数 邻 域内 


w= (e+. 十 哇 十 全 jaz + fs)dz, 
Fa 和 和 


其 中 f(x) 是 全 纯 函 数 。 


称 为 在 极点 po 的 主要 奇异 部 分 ，% 称 为 "在 po 的 留 数 。 注 
意 留 数 与 局 部 参数 无 关 , 且 w 在 所 有 极点 上 的 留 数 和 为 零 。 

传统 上 ， 亚 纯 微 分 称 为 Abel 微分 。 全 纯 微 分 称 为 第 -- 类 
Abel 微分 ; 在 每 一 极点 处 的 留 数 为 零 的 亚 纯 微分 称 为 第 二 类 
Abel 微分 ; 留 数 不 等 于 零 的 亚 纯 微分 称 为 第 三 类 Abel 微分 。 

4~ 周 期 为 零 的 亚 纯 微 分 称 为 规范 化 的 亚 纯 微 分 。 

对 于 亚 纯 微分 o， 设 其 4- 周 期 为 41,.…， 1, 若 po， 
gr 为 全 纯 微 分 空间 的 典型 基 , 则 

w= w— (Ap 十 4p 十 … + Ap) 


将 有 为 零 的 4- 周 期 ，w。 称 为 上 的 规范 化 。 
由 上 一 章 的 存在 定理 ,我 们 知道 ,W 上 存在 规范 化 的 第 二 类 微 ， 
分 m， 在 极点 上 ,具有 形 为 


(+) >) 
2 C4 


的 主 部 z 

W 上 存在 规范 化 的 第 三 类 微分 m， 在 p 和 包 具有 极点 ， 
在 ph 的 主 部 为 -全 。 在 ,点 的 主 部 为 一 和 宪 。 我们 又 知道 ， 如 果 
给 定 留 数 c; 及 点 p;《1 < i < w)， 则 在 所 上 存在 规范 化 的 第 三 
类 微分 cr， 以 广 为 一 阶 极点 , 且 在 pi 的 主 部 为 全 dx， 即 在 p 


的 留 数 为 cx。 当然 ,要 求 留 数 和 为 零 . 
一 般 的 规范 化 亚 纯 微 分 ,可 以 表 为 上 述 规范 化 的 第 二 类 ,第 三 
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类 微分 之 和 。 
现在 讨论 第 一 类 微分 与 第 三 类 微分 的 双 线 性 关系 式 。 
设 os 为 第 三 类 微分 ,具有 单 阶 极点 Pis jw 对 应 的 留 


数 分 别 为 4.…，ens 即 在 pi (1 过 人 < m) 点 具有 主 部 从 dz， 


取 歼 的 正规 多 边 形 了 :obian'br'.…ozbrazibz'!， 使 697 不 包 
含 任何 点 px(1 筷 和 和 m), 设 wo 为 WW 上 全 纯 微 分 ，w 的 4- 局 
期 为 4，……， A1，B- 周 期 为 BL，-*…，B4; ws 的 4- 周 期 为 
Ai, ”5 As, 8- 周 期 为 Bi,. "“**, Bs; 在 五 内 取 定 一 点 pes 设 
li 为 内 连接 po 到 pi 的 路 径 ，。 
定理 21。 在 上 面 假设 下 ,有 双 织 性 关系 式 
> (AiB; ~ A;B;) = 2ri 六 ch | 0 
j=1 k=1 
证 明 ”本 是 单 连 通 域 ,在 内 定义 全 纯 函 数 
WD = 


p 
po 
其 中 积分 路 径 为 廿 内 连接 p。 到 的 解析 曲线 。 : 
注意 ,等 价 边 oj 与 of， 与 好 在 W 上 表示 同一 闭 曲线 ， 
点 p&E a; 对 应 有 等 价 点 p € ol。 我 们 有 
， dd 让 
fp) 一 fa 一 ja + jm 
十 |, oT 十 [a 
一 f(p) + Bi。 
参看 图 7.2， 
同样 ， 对 pe 与 ， 对 应 p € 
好 5 2 等 价 于 p', 我 们 有 
1(p) = f(p) — Aj;; 
对 ajbia71b7!， 则 有 7.2 
Jiperon fo = | fos 十 | fo 十 人 ra 十 | rm 


1 
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一 A;B;— AiBi, 
由 留 数 定理 
人 fo 一 2 fws 一 2xi > ResCf os, Pi) 
i=1" Ii 1 r=1 
把 上 式 代 人 得 到 


祥 (AiB;— Bj;A,) = 21i > f Cpe ct. 


i= 


此 即 为 所 求 关系 式 ， 定 理 证 完 ， 
推论 1 如 果 oa 是 规范 化 第 三 类 微分 ， P19°""» Ps 是 全 纯 
微分 典型 基 , 则 


Bt | m= 25i Dai|, wu 
6 { 


其 中 cj 一 ResC(wy，pi)，1; 为 五 内 点 po 到 p; 的 路 径 。 
推论 2 如果 w 是 规范 化 第 三 类 微分 , 仅 以 Py、p; 为 一 阶 
极点 , 留 数 分 别 为 1 和 一 1 则 


， 
-| m= —25i | pe 
站 


其 中 积分 路 径 取 于 五 内， 

下 面 讨论 第 一 类 微分 与 第 二 类 微分 的 双 线 性 关系 式 。 

设 m 为 第 一 类 繁 分 即 全 纯 微分 ，w, 为 仅 具 有 极点 po 的 第 
二 类 微分 ,在 p。 的 局 部 参数 邻 域内 ， 设 “一 p(p) 为 局 部 参数 ， 
gp《po) 玫 0， 则 在 po 曲 局 部 参数 邻 域内 ， oz 的 主要 部 分 为 

委 (n>2). 

名 
又 设 wm 一 (ce 十 cz 小 十 co 十 …)dz, 且 on 的 4- 周期 、 
8B- 周期 分 别 为 4;，Bi; wa 的 4- 周 期 、8- 周 期 分 别 为 4;、B， 
j= 1, 2, .*£, 2 

定理 2.2， 在 上 所 假设 下 ,有 关系 式 
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& 
DY) (48 一 MB 一 2 一 2 
j= #1 


证 明 同 定理 2.1 的 证 明 一 样 ,我 们 得 到 
立 (AiB,— AiBi) = 2riRes(fwo,, po)s 
其 中 
f(p) 一 | cu 
在 请 的 邻 域内 ,有 展开 式 


fa 一 cz 十 二 共 二 + 


. 
po 


因此 
2riRes(fw,, po) = 2ari 


代入 上 面 即 得 所 求 关系 式 .证 完 . 

推论 。w, 在 上 面 假设 下 ， 再 规范 化 地 设 m 的 4- 周 期 为 零 
(Aj 一 0)。 又 设 (1，*…*，gs) 为 4 的 典型 基 , 在 点 po 的 局 部 
参数 邻 域内 , 在 局 部 参数 2 下 

pi (cte 十 ollz 十 :…' 十 cn- 十 dz 
人 一 1，2，……，&g。 

则 有 
Gk,s—2 
nn—1° 


2 


$ 3 除 子 与 亚 纯 函数 空间 


Riemann 曲面 WW 上 的 除 子 D 定 义 为 
D= mpit mpt + nnpmo 


其 中 Ps 3 Pa€EW, mm **, nm€ 2 (整数 集 ), 
所 有 除 子 的 集 在 加 法 下 成 为 一 个 群 , 称 为 除 子 群 ,用 多 表示 
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之 , 设 
一 > napis Di > nt ph 
只 要 令 其 中 一 些 四 或 下 为 圭 ， 则 不 六 认为 # 一 m，。 其 和 可 定 
义 为 
刀 | 十 D,= > (n+ 十 ne pr 
D 的 北 定 义 为 
一 了 一 > na phe 


对 力 上 的 任何 亚 统 函数 所 对 应 有 一 除 子 ， 用 《f) 表示 , 称 为 

主 除 子 ,定义 为 . 
(= 2) nipre 
t=1 

其 中 {pi}, R= 1, 2,..*1m, 为 的 所 有 零点 与 极点 。 当 Pt 为 
零点 时 ，nk 为 零点 的 阶 ; 当 pi 为 极点 时 ,一 nx 为 极点 的 阶 ， 
所 有 的 主 除 子 组 成 的 一 个 子 群 , 称 为 主 除 子 群 ,用 1, 表 
示 之 ， 2 

定义 商 群 多 / 急 ,， 它 的 元 素 称 为 除 子 类 。 两 除 子 D,, D; 属 
于 同一 除 子 类 , 当 且 仅 当 Di 一 Die 多。， 即 存在 亚 纯 函 数 六 使 
疡 一 :一 (有 万 ， 狠 。 的 除 子 组 成 一 类 , 称 为 主 除 子 类 。 

定义 除 子 忆 的 度 为 


degD = Syn. 
k=1 


我 们 知道 ,对 于 主 除 子 〈j，deg(f) 一 0。 因 此 ,如 果 D1, D, 属 
于 同一 除 子 类 , 则 deg 万 一 deg D,. | 

对 WW 上 的 亚 纯 微 分 w» 对 应 有 一 除 子 , 用 (w) 表示 之 ， 定义 
为 


(wm) 一 > nipie 
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其 中 {pi}, R= 1,2,.."m, 蚌 @% 的 所 有 零点 与 极点 。 当 pi 是 
霉 点 时 ，sn 是 零点 的 阶 ; pi 是 极点 时 ,一 4 是 极点 的 阶 。 对 
任何 两 个 亚 纯 微分 内 ， 几 ， 由 于 一 w/w 是 亚 纯 函 数 , 且 易 知 
(obD 一 《wi) 一 《f)， 因 此 所 有 亚 纯 微分 属于 同一 除 子 类 。 特别 ， 
对 任意 m，w 关 0，deg (w) 一 常数 ， 我 们 将 要 证 明 deg (ww) 一 
28 一 2。(8 是 W 的 亏 格 )， 

除 子 忆 称 为 整除 子 , 如 果 


也 一 >) np Lj 之 0, 
R=1 


这 时 用 D 之 0 表示 之 。 如 果 D, ~ D, 之 0, 则 称 D, 为 D, 的 
倍 除 子 ,用 D, > D, 表示 之 ， 

我 们 主要 的 兴趣 在 于 下 面 定义 的 亚 纯 函数 空间 与 亚 纯 微分 空 
间 ， 

三 上 所 有 亚 纯 函数 的 集 用 M 表示, 给 定 一 个 除 子 了 D ,定义 

L(D) = {f:f eM, (1) > D}, 

则 LCD) 在 通常 的 加 法 与 乘法 下 是 复数 域 上 的 线性 空间 。 

习题 “证明: 车 fi,f€ LCD), 则 十 EL(D)。 

L(D) 的 维 数 用 dim L(D) 表示 之 。 dim L(D) 总 是 有 限 
的 ， 事 实 上 ,分 解 D 一 D+ + D”"， 其 中 

了 一 2) mpes 


k=1 


D+ 一 >) Max(ni, 0) pi 
=i 


D- = DS, Min(Cnt, 0)pie 
二 
我 们 有 deg 了 一 deg D+ 一 deg D-， 注 意 到 如 果 Di 入 D,， 则 
dim L(D;) < dim L(D,). 
现在 D 之 D"， 所 以 dim L(D) 万 dim LC(D")， 根据 下 面 的 习 
题 , 它 是 有 限 的 . 
习题 证 明 : dimL(CD) 反 一 degD- 十 1 
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注意 ,这 习题 说 明 dimL (D) 与 dég D 有 关 。 
特别 地 ， 对 于 零 除 子 D 一 0， 总 有 dimL(0) 一 1， 因 为 
L(0) 一 C。 
工 (D) 只 与 D 所 在 的 除 子 类 有 关 。 设 Di，D， 属 于 同一 除 子 
类 , 则 存在 亚 纯 函数 f, 使 D, 一 D; 一 《fo)，LCD1) 与 L(D,) 
是 同 构 的 , 同 构 对 应 关系 定义 如 下 : 
fe LCD), fr>1/he LCD,). 
因此 ，dim L(D) 一 dim L(D,), 
W 上 所 有 亚 纯 微 分 组 成 的 线性 空间 用 9 表示 之 。 对 给 定 的 除 
子 D， 定义 9 的 子 空间 
Q(D) = {vw:wé 9, (w) > D}. 
9(D) 也 只 与 D 的 除 子 类 有 关 ， 见 对 于 同一 除 守 类 的 D， 
2(D) 是 同 构 的 ，dim 0CD) 相同， 
当 D 一 0 时 ，Q9(D) 是 全 纯 微分 空间 , 即 0(0) 一 4。 我 们 
已 经 证 明了 dim 0(0) 一 &。 
定理 3.1。 如 果 wo。 是 亚 纯 微 分 ，ww 坪 0, 则 对 任何 除 子 D 
| dim 09(D) = dim L(D — (w)), 
证 明 对 任意 w€ 0(D)， 有 w/w L(D 一 (wo))， 这 是 因 
为 (o) 之 D， 从 而 


(9 


他) = (0) — (wm) > D 一 (o)， 


因此 定义 对 应 w 广 > 一 , 则 不 难 验证 ,这 是 Q(D) 到 LCD~(w)) 
的 同 构 ， 


4$44 Riemann-Roch 定理 


定理 (Riemann-Roch) 设 V 为 亏 格 8 的 紧 Riemann 曲面 ， 
给 定 除 子 D， 则 有 
dimL(—D)— JimQ(D) +t degD— gtl, 
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D 是 整除 子 时 Riemann-Roch 定理 的 证 朋 如 下 。 
D 一 0 时 定理 是 显然 的 , 因为 这 时 
dim L(0)= 1, dim 0(0) = g, degD = 0, 
由 于 D 是 整除 子 ，D 宇 0， 因 此 我 们 以 下 假定 D > 0， 其 中 


D=— > nipi> 4 > 0。 
*= 


根据 LC( 一 D) 的 定义 ，fE L( 一 D) 当 且 仅 当 f 以 pi 为 至 
多 内 阶 的 极点 。 取 ph 为 心 的 局 部 参数 圆 了 4， 局 部 参数 为 
z= z(p), z(P1) = 0, 
并 且 取 定 W 的 一 典型 同调 基 (a,…, et，b,"…*，b:)， 使 pi 不 
在 其 上 。 
对 任意 Vje L( 一 D), 对 应 有 df 在 任意 pi 的 局 部 参数 加 
Vi 内 


者 太 十 1 。 [3 
df 一 (> A242 十 包 4i(pbDz) dz, (4.1) 


设 
Di 一 2 (nx + 1)pi 
对 微分 算 子 4， 定 义 同 态 4;:L( 一 D) 一 0( 一 D1), 使 1 一 > 
df, 设 工 (一 了 ) 的 像 为 4L( 一 D), 它 是 0 的 线性 子 密 间 , 
考虑 子 空间 dL( 一 D)， 对 任意 Px, 1 志和 m,， 2 所 # 声 
mh 十 1， 设 o 为 第 二 类 规范 化 微分 ,具有 为 零 的 4- 周 期 , 仅 以 
ph 为 * 阶 极点 ,在 pt 的 局 部 参数 贺 V， 内 ,具有 主权 部 分 公 . 
由 (4.1), 对 Vfe L( 一 D)， 得 到 
df = p> D3 ci(Pi)ot 十 wp， (4.2) 
R=1 j=2 
其 中 ?是 全 纯 微分 ,由 于 wi 的 4- 周 期 为 零 ， 所 以 呈 的 4- 周 期 
为 零 , 由 定理 1.5 的 推论 ，p = 0， 另外 ，{o?} 于 然 是 线性 无 关 
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的 ,其 元 素 共 有 deg (D) 个 。 它 是 4L( 一 D) 的 基 。 

设 Cdteg2 为 复 deg D 维 的 线性 空间 ， 则 由 (4.2》 定义 同 态 
d:L(— D)—> CD, fH> df = (cp): 1 hEm,2<j<e 
Ld 十 1) 

对 (cjCP4))E Ci*s?， 当 上 且 仅 当 


说 4 全 


>) >) ciCpi ot 


h=1 j=2 


正 合 时 ,存在 fe L( 一 D) 使 得 
df = DH cilpO. 


R= j=2 


因此 , 当 且 仅 当 对 任意 b，1 和 1 专 8, 右 边 微分 的 B~ 周 期 为 零 ， 
即 


二 十] 


2 之 ) ci(pi) |, oi 0, l= 1.2.… 8g。 


k=1 j=2 


改 dL( 一 D) 的 维 数 等 于 这 线性 方程 组 的 解 空 间 的 维 数 。 设 系 


数 和 矩阵 : 
(| on (4.3) 
的 秩 为 >， 则 


dim (dL(— D)) = degD— +r, (4.4) 
另 一 方面 , 算 子 4 的 核 
di(0) = {fé LC(— D):df = 0} 一 C， 
因此 dim (4 (0)) 一 1。 由 商 空间 L( 一 D)/da™(0) 兰 dL(D)， 
我 们 得 到 
dim L(— D)= dim (4L(—D))+1= degD—r+t+l1, 
(4.5) 
现在 讨论 空间 0(0) 一 4 的 典型 基 (gp!/，.*'，gps)。 注意 
对 1 和 18,9p1 只 在 at 有 4- 周 期 1, 其它 4- 周 期 为 零 . 设 对 任 
意 Pi，1 太志 m， 在 局 部 参数 圆 Vi 内 
PE) 十 GrpPRz 十 十 GoICPDz 十 
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对 任意 ok 9(D)， 由 于 D > 0，o 是 全 纯 微 分 ;, 即 we 4 则 对 、 


应 唯一 不 全 为 零 的 一 组 数 (11， ”5 27)， 使 得 Ea 
名 3 是 一 1 国 
wo= ipt tp 一 > A {> aniCPr) 
l=l . i=0 . 


十 2 ip 
对 任意 pl，1 过 《过 m，o 在 如 具有 至 少 4 阶 的 零点 ， 因 此 
满足 


£ 
\ 。 
Dy ariCpY 一 0,X = 1,2,...m,7= 0, 1 nl (4.6) 
l=1 


反之 ,如 果 41,，:……，44) 是 此 线性 方程 组 的 解 , 则 we 0CD)， 
定义 线性 算 子 7T:9(D) FF-> Cs, 使 o [一 > (hs 0 则 
Q(D) 与 (4.6) 的 解 空间 同 构 ,而 (4.6) 的 系数 矩阵 为 


(cli(Cbkt))asrpxee (4.7) 
设 它 的 秩 为 p, 则 解 空间 的 维 数 为 g 一 。， 因 此 ， 
dim 0(D)= gC—! (4.8) 


最 后 证 明 ,两 个 矩阵 的 秩 相 等 , 即 7 一 p， 
一 由 第 二 类 微分 与 第 一 关 微 分 的 双 线 性 关系 式 (定理 2.2 的 推 


论 ) 

2xiar,j- Pi) 

小， 2)-( i—! ) 
I= 1, 2,.%., 8 kK=1,2,.…,m, 7 一 2，… Ld 二 1， 因 此 
矩阵 (|， 吕 ) 与 短 阵 (43) 等 秩 , 即 7 一 
把 Y= p 代 人 (4.5) 和 (4.8) 后 , 便 得 到 
dimL(— D)= dim 0(D) 十 deg 一 2 十 

故 D 之 0 时 ,定理 证 完 . 


附注 ， 由 (4.5), 注 意 到 7 < 8, 有 
dim L(— D)>degD—g+i1, 


这 个 不 等 式 称 为 Riemann 不 等 式 。 
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定理 4.1。 对 任何 亚 纯 微分 o，o 半 0 
deg (o) 一 28 一 2。 (4.9) 
证 明 当 & 0 时 ,(4.9) 成 立 ,因为 这 时 人 为 球面 , 如果 取 
w= dz， 则 在 co 的 邻 域内 , 取 参 数 
dv 


(D 2 一 一 一 


2 


1 
5? 
co 便 是 二 阶 极点 ，deg (wo) 一 一 2. 

现 设 & > 0。 取 全 纯 微 分 空间 4 的 基 (mw，…，?pr)。 由 已 
证 D 宇 0 时 的 及 -有 定理 ,对 (qi) >> 0, 有 

dim L(~ (q)) = dim O((%)) + deg (p.)— g++1. 

(4.10) 

设 wE QCCp))， 则 w/gt 为 全 纯 函 数 , 因为 


(2)- 四 一 Co > 


因此 o/w 三 oc (常数 )，o 一 col， 于 是 dim 9((eD)) 一 1 
另外 ，dimZ( 一 《27)) 一 8， 因为 了 (一 (272)》 有 一 组 基 
pi /ps p/P, pel Pie 

这 是 因为 , 当 《= 1,，2, gg 时 ，gpx /pi€ LC (gp)), {pr /pr} 
是 L( 一 (gp1)) 中 一 组 线性 无 关 的 元 。 又 由 于 对 任意 f€ L( 一 
《p90D))， 则 《fp) 一 《fF) 十 (gi) 之 0，fqpi 是 全 纯 微 分 ,因此 存在 
01，42， * +, hss 使 fo = hp + spe, 于 是 

f= 二 如 十 … 二 172， 

Pi Pt 


. ‘pi 
最 后 ,把 dimL( 一 (9)) = 8 dim Q((q)) = 1 代入 (4.10) 
便 得 到 
deg (wo) 一 28 一 2 
定理 得 证 ， 
现在 我 们 证 明 , 一 般 除 子 D 的 Riemann-Roch 定理 。 
由 定理 3.1， 对 除 子 DD 及 亚 纯 微分 wa，w 二 0， 
dim 9(D) = dim L(D — (w)), 
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根据 定义 ， 
deg (一 也) 一 一 degD，deg(D 一 (o)) 一 degD 一 deg(o)。 
因此 R-R 定理 可 写成 
dimL(—D)+ 方 deg (— D) = dim L(D ~— (w)) 


十 广 deg (D — (%)). (4.11) 


应 该 注意 到 ,把 D 换 为 《wm)-D 时 (4.11) 的 形式 不 变 ， 因 此 , 当 D 
或 (w)-D 是 整除 子 时 ,(4.11) 已 被 证 明成 立 。 另外 ，R-R 定理 
中 的 度 仅 与 D 所 对 应 的 除 子 类 有 关 ， 

我 们 断言 。 当 D 和 (oo)-D 都 不 等 价 于 整除 子 时 有 

1° dimL(—D) 一 0; 

2° dimL(D — (0)) = dim 0(D) = 0; 

3° degD 一 g 一 | 

因为 ,如 果 dimL( 一 D) 0, 则 存在 f€E LL( 一 D), 使 (f) 十 
D 宇 0. 令 Di=(f)+D, 则 DD 是 整除 子 ， 另外 Di—D= 
(f)， 故 D ~ D,，D 等 价 于 整除 子 Di, 从 而 dim L( 一 D) 一 0， 
同 理 ，dim L(D 一 (w)) 一 0, 

现在 证 明 3°%。 分 解 D 一 Di 一 Di, 使 Di> 0，D:>0， 则 
degD = deg Di 一 deg D,， 由 Riemann 不 等 式 ,我 们 有 

dim L(~ D) 完 deg Di— 8+1 = degD, 
+degD—g+1. 
由 此 可 以 判定 degD < g 一 1。 因 为 否则 的 话 , 若 degD 之 8; 则 
dim L( 一 D) 之 deg D; 十 1，L( 一 D,) 中 至 少 存在 deg D;, 十 ] 
个 亚 纯 函 数组 成 的 线性 无 关 组 
jj eg D 十 1 
设 
D: 一 Dmpts m> 0, 
k=1 


找 一 组 (20 ”多 ne) Se 0， 使 


°° I?i。 


f =fit lft 十 1of 
feéEL( 一 D) 一 L( 一 Di 十 D,)。 为 此 只 要 使 在 pxll 委 丰 魏 
m) 上 具有 至 少 nk 阶 的 零点 , 即 (f) 十 Di 一 玉 (有 一 挛 之 
0， 于 是 同 前 面 得 到 《〈4.67 式 的 方法 一 样 知 ，2，…-，)?。 满足 
deg D; 个 线性 方程 。 由 于 # 一 deg D; 十 1， 未 知 数 个 数 大 于 方 
程 个 数 ， 线 性 方程 组 有 非 零 解 4,，…, i， 故 f 关 0，jeL( 一 
D)。 这 便 与 dim L( 一 D) 一 0 矛盾 。 因 此 我 们 总 有 
degD<g—1, 
同 理 可 证 
deg ((w) — D)<g—1, 

结合 这 两 不 等 式 ,注意 到 

deg((o) 一 也 ) 一 deg (o) — degD =28—2— degD, 
便 得 到 degD 宇 g 一 1, 因此 deg 刀 一 5 一 1 

根据 已 证 的 断言 , 可 直接 验证 ，R-R 定理 对 于 一 般 的 除 子 DD 
成 立 。 


$5 g 次 全 纯 微分 空间 


W 上 的 9 次 全 纯 微 分 wp，、 是 定义 在 所 上 的 某 种 形式 的 量 , 在 
每 一 个 局 部 参数 邻 域内 ， 在 局 部 参数 x 一 z(p) 下 ,9 具有 表示 
式 : 存在 全 纯 函 数 a(z)， 使 
9 = a(z)(dz)’ 
当局 部 参数 变换 为 了 时 ,形式 不 变 , 即 
ww ywNg /~ ~ dz \4 
p 一 52)(02"，59 ~ els(2)) (EY), 
W 上 所 有 9 次 全 纯 微 分 的 集合 记 为 4?，43? 在 通常 的 加 法 与 
数 乘 运 算 下 成 为 复线 性 空间 。 现 在 ， 我 们 要 用 R-R 定理 ， 计 算 
A" 的 维 数 dim4?。 我 们 已 经 知道 ， 乍 一 4，dim 人 4 一 g,(8 为 
WW 的 亏 格 ，g 1)。 
我 们 同样 可 以 定义 9 次 亚 纯 微分 。 
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引 理 5.1。 对 任何 亚 纯 微 分 , o? 是 9 次 亚 纯 微 分 ， 且 工 
〈 一 (o)?) 与 4 同 构 。 这 里 wo 兰 0. 

证 明 o? 是 4 次 亚 纯 微分 是 显然 的 。， wf 对 应 的 除 子 (wm”) 
如 (w) 一 样 定义 ,对 任意 f€E L( 一 (w”))， 对 应 fwr€ 人， 因为 
(fo 一 (f) 二 (o9 汪 0。 反之 ,对 任意 we 4 ， 有 

f= vp/(o) EL(— (wu)), 

因此 ，fF>f 了 :w 定义 了 L( 一 (w)) 到 4” 的 则 构 。 

定理 5.2。 没 W 为 亏 格 8 的 紧 Riemann 曲面 ，? 为 整数 , 则 


对 4 次 全 纯 微分 空间 4?， 
当 8 一 0 时， 
0 宇 1。 
dim 4 =—{ 《一 
1 一 29， 4 委 (0. 
当 8 一 1 时 ，dim 4 一 1，VI6EZ. 
当 &8 汪 1 时 ， 
0, gqg < 0, 
1 — (0, 
dim A =/ ” 4 
8g，9 一 1 


(29—1)(g—1), 9>1, 
特别 , 当 9 一 2 时 ,二 次 全 纯 微 分 空间 的 维 数 等 于 38 一 3。 
证 明 。 我 们 要 应 用 R-R 定理 
dimL(—D) 一 dimL(D— (w)) + degD—g+1, (5.1) 
其 中 忠志 0 为 全 纯 微 分 ， 

首先 计算 一 下 几 个 特殊 空间 的 维 数 ， 

当 degD>>0 时 ，dim L(D) 一 0。 因为 否则 ， 若 了 兰 0， 
feL(D), 则 ()—D>0, deg(/)— degD =—— degD > 0, 
deg 了 志 0， 便 得 到 矛盾 ， 

当 degD >> 2g 一 2 时 ,dim 0(D) 一 0。 因 为 否则 , 若 w 将 0， 
wE OCD), 则 deg (w) — degD=2g8—2 一 degD 之 0, 即 

degD 2g—2,， 
-此 与 条 件 deg D > 28 一 2 矛盾 
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当 deg 了 一 0 时 ，dim L(D) 委 1, 当 且 仅 当 忆 是 主 除 子 时 ， 
dimL(D) 一 1， 因 为 ， 当 dim L(D) 一 1 时 ， 如 果 过 0,j 6 
5L(D), 则 (有 一 D 宇 0, 若 (1) > DD， 则 deg (f) > deg D,， 即 
有 0 > 0， 矛盾 。 反之,D 是 主 除 子 时 , D ~ 0( 零 除 子 ), 从 而 

dim L(D) = djim L(0) 一 1。 
由 引 理 51，dim A? 一 dim 上 (一 《w'))。 则 由 (5.1) 得 到 . 
dim A? = dim L(— (w’)) 
== dimL((w”)) + 928— 2)— (ge—1) 
= dimL((w)) + (29 — 1)(g ~ 1), (5.2) 
这 里 ，(o?) 一 《w) 二 (w 7!)， 
deg (o2) 一 qdegw 一 4(28 — 2), 
当 8 一 0 时 , 由 (5.2) 得 到 
dim A 一 dim L(—(w)) = dim L((w”!)) + 1 ~— 29g. 
若 94 委 0， 则 . 
deg (o7 !) 一 (9 一 1)deg(o) 一 一 2(9 一 1)>0， 
因此 dim 工 ((o? 9) 一 0, 从 而 dim A 一 1 一 29， 若 9 之 1， 
由 于 一 (o9) 一 (or?)，deg( 一 (o?)) 一 24 > 0， 因 此 
dim L(— (ww)) 一 0， 
即 dim 4? = 0， 
当 &8 一 1 时 ,对 任意 9eZ， 由 (5.2) 得 到 
dim L(— (w)) 一 dim L((w-!)), (5.3) 

对 任意 pk A, 由 于 gp/w? 是 亚 纯 函数 ,因此 deg (p) 一 0， 

没有 零点 ,因为 否则 有 极点 。 所 以 1/w%&€ 4“”， 由 此 得 到 
. dim A? 一 dim A™, . 

再 由 (5.3) 得 到 

dim A? 一 dim 工 (一 (Co?)) 一 dim 工 ((o?-)) 

= dim LL(— (ww)) = dim 4 一 dim A™!, 
由 此 递 推 得 到 ,对 任意 9€ 2， 
dim 4? 一 dim4 一 1 
当 g 之 1 时 , 若 4 过 0， 则 因 
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deg (一 (wo))=— gg8—2)>0 . 
所 以 dim 4? 一 dim L( 一 《w?)) 一 0， 若 4 一 1 则 直接 得 到 
dim A! = g, | . 

若 4>1， 由 于 deg (w”7') = (9 一 1)(2g 一 2) > 0 因此 
dim LCCor!)) 一 0, 代 人 (5.2) 就 有 

dim 4 ~ (29 — 1)(g ~ 1). 
若 4 一 0， 按 定义 , 0 次 全 纯 微 分 是 WW 上 全 纯 函 数 , 即 
全 一 了 (0) 一 (C。 

因此 对 任意 g 兰 0， 总 有 dim A? 一 1。 定理 证 毕 . 


$6 Weierstrass 间隙 数 与 Weierstrass 点 


设 了 为 亏 格 & 1 的 紧 Riemann 曲面 。 给 定点 p€W， 作 
除 子 序列 {Di}, i 一 1，2，:…，Dj; 一 jp， 提出 下 面 的 命题 : 
命题 了 在 厂 上 存在 亚 纯 函 数 f， 使 fe L( 一 DD)), 但 f& 工 
(一 Dj;-!)。 即 在 WW 上 存在 亚 纯 销 数 f, 仅 以 为 i 阶 极点 ， 
对 任意 ff 221， 如 果 命 题 7 不 正确 ， 则 7 称 为 的 Weie- 
rstrass 间隙 数 ; 如 果 命 题 i 正确 , 则 7 称 为 非 间隙 数 。 显 然 ， 有 
下 列 引 理 。 
引 理 6.1. 命题 i 正确 , 即 j 为 非 间 隙 数 , 当 且 仅 当 
dim 工 (一 Di) 一 dim 工 (一 Di =1, 
命题 i 不 正确 , 即 i 为 间隙 数 , 当 且 仅 当 
dim L(— Di) 一 dim (一 Di 一 0， 
定理 6.2. 设 厂 为 亏 格 8 1 的 紧 Riemann 曲面 , 则 对 任意 
PEW， 恰好 有 & 个 间隙 数 
l= << < 28 
此 定理 称 为 Weierstrass 问 隙 定理 。 当 8& = 0 时 ， 定 理 显 
然 成 立 . 
证 明 由 R-R 定理 ,注意 到 deg D; 一 入 可 得 
dim L(— DD;)) ~ dim L(— Dj;) = dim 9(D;) 
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一 dim9(D-D) +1, (6.1) 
对 任意 之 1， 在 (6.1) 两 边 求 和 得 到 
dimL(— Di) ~ dim L(~ Do 一 > [dim L(— D;) 
— dim LC Di-D] 
一 六 [dim 0(D;) 一 dim 0(D; 1)] + 上 


i=1 
注意 到 dim (一 D0) = dim 1L(0) = 1， 
dim 0(D,) = dim 8(0) = g, 


’ 


因此 
dim L(— Di)—1~=dimQ(D)— 8 +h 

由 引 理 6.1 知道 ,《6.1) 式 左边 当 7 是 间隙 数 时 等 于 零 ,否则 等 
于 1。 所 以 对 (6.1) 式 两 边 求 和 的 结果 是 使 (6.1) 式 左边 等 于 1 的 
正 整 数 , 即 非 间 隙 数 的 个 数 , 故 dim 8(Di) 一 8 十 是 小 于 或 等 
于 不 的 非 间隙 数 个 数 , 即 “ 

《小 于 或 等 于 的 间隙 个 数 》 

一 & 一 (dim 2(DU — g + Kk) =g— dimQ(Di), 
但 当 六 之 28 一 1 时 ，deg Dk 一 之 28 一 2， 这 时 
dim 0(D1) = 0， 

因此 推出 间隙 数 共有 8 个 ， 且 当 > 28 一 1 时 ,不 是 间隙 数 ， 
另外 , 1 显然 是 间隙 数 。 证 完 。 

现在 讨论 非 间 隙 数 。 由 定理 6.2 知 , 大 于 1 小 于 等 于 2g 的 非 
间隙 数 恰 好 也 是 8 个 , 设 为 

1<o<o 一 … < 和 28g 

引 理 6.3。 对 任意 0 二 7 二 8g， 有 a; 十 cx-i 之 25 

和 证明 反 证 之 ,如 果 存 在 1, 0 二 j < 之 g, 使 好 十 ar 一 28， 
则 对 任意 A，0 一 A 委 1，or < ok 十 ur- < 28。 由 非 间隙 数 的 
定义 易 知 , 两 个 非 间隙 数 之 和 仍 是 非 间 隙 数 ， 事 实 上 , 若 a, 8 为 
两 非 间隙 数 , 则 存在 亚 纯 函 数 上 和 上 广 使 fELG 一 Do)， 但 故 志 
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(一 D,); fEL( 一 Dp). 但 f&L( 一 De)， 因此 ff:f'eL 
(一 D+r)， 而 ff&L( 一 Dot+p_-!)， 这 就 说 明寺 8 仍 是 非 间 
隙 数 。 因 此 ,最 少 有 i 个 非 间隙 数 严格 地 在 ur-i 与 ae 之 间 , 于 是 
最 少 有 (8 一 人 十 1 十 1 一 & 十 1 个 非 间隙 数 在 1 与 28 之 间 ， 
这 是 矛盾 的 。 证 完 。 

引 理 6.4。 如 果 w 一 2, 则 = 一 21，71 一 1，2,，.…，8g， 且 
对 0 二 1 二 g 有 


和 
2 


a; 十 ae-i 一 28。 
证 明 因为 w 是 非 间 隙 数 , 所 以 ms，2m，………，、ga 皆 是 非 
间隙 数 , 且 它 们 构成 小 于 或 等 于 28 的 全 部 8 个 非 间 隙 数 。 故 
中 一 Jo 一 21 (f=1, 2,*…*8), 
fotai= 2 (0<i<0), 
引 理 6.5。 如 果 a > 2， 则 存在 1《0 <1 < 8), 使 
oj 十 or-i > 28, 
证 明 反 证 之 。 设 对 任意 , 0 一 i < 8, 都 有 wi 十 Cri 2g., 


这 时 a 2m.…，|[ 到 |] = 为 小 于 或 等 于 2 的 | 经] 个 非 间 阶 


oi 


数 ， 这 里 [9| 为 小 于 或 等 于 2g/o 的 最 大 整数 ， 由 于 a > 2， 


< 


因此 , 除 上 列 的 | 私 | 个 非 间隙 数 外 ， 还 有 小 于 或 等 于 24 的 非 间 


除数 。 设 最 小 的 一 个 为 。， 则 存在 1, 1 <1< | 茎 | ， 使 得 
lo <a<= 《7 十 1 )oa。 
于 是 ,我 们 有 小 于 或 等 于 a 的 所 有 非 间 隙 数 序列 oo 一 2 ……， 
人 lo, Qt 一 Oe 由 假设 Czg -1 一 2g Qs “ss Ql 二 28 一 
Im, osutd 一 28 一 4 是 大 于 或 等 于 Ge-Uths 小 于 或 等 于 Cg 一 ! 
的 所 有 非 间 隙 数 ， 
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人 1 十 cr-u+D 一 a 十 2g 一 a 一 25 一 《ea 一 ai) > 28 一 /am 
- 本 “= Oris 
从 市 a 十 te-uty 是 大 于 m-: 但 小 于 28, 即 小 于 或 等 于 ar-， 的 
非 阅 阶 数 , 且 不 在 Qg-d+tl) “ss Qe 之 列 ， 这 显然 是 一 个 矛盾 ， 
证 完 ， 
定理 6.6. 对 于 非 间隙 数 , 我们 有 
Dj o> (8 — 1). 


等 式 成 立 , 当 且 仅 当 wm 一 2。 
证 明 由 引 理 6.3 . 
Cm ter) + mt on) Fee + (+ ign) 
a—1 8 为 奇数 ; 四 | 
之， FT | tei) + (mt ee?) tt (eg tagn) 
十 8» 8 为 偶数 ; 


上] , 2g 二 g(g 一 1)， 8 为 奇数 ; 


CR D， 为 偶数 


又 由 引 理 64 及 引 理 6.5 知 ,等 号 成 立 , 当 且 仅 当 m 一 2， 定 
理 证 完 。 
现在 讨论 全 纯 微 分 , 即 第 一 类 Abel 微分 的 存在 性 。 
对 任意 i 之 1， 命题 7 不 正确 , 当 且 仅 当 ji 是 间隙 数 , 即 当 且 
仅 当 
dim L(— Di) 一 工 (一 Di = 0, 
由 R-R 定理 推出 , 当 且 仅 当 
dim Q(D;) 一 dimQ(CDi = 1,， 
注意 Di 一 p， 因 此 当 且 仅 当 WW 上 存在 非 零 的 全 纯 微分 w， 使 
wm 在 PP 点 具有 i 一 1 阶 的 零点 。 因 此 ,对 p& W ,恰好 存在 8 个 数 
0=n—1<n—1l<…<nhn—l 人 R28—2,，. 
其 中 {wx} 为 间隙 数 ,使 得 WW 上 存在 全 纯 微分 ,以 ?为 nx 一 1 阶 
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零点 。 

定义 。 设 p€éW, 对 除 子 D, =— gp, 如 果 dim 0Q(D,) > 0， 
邑 W 上 存在 非 零 全 纯 微 分 w， 以 ?为 至 少 & 阶 的 零点 ， 则 如 称 为 
Weierstrass 点 ,简称 为 W- 点 ， 

根据 R-R 定理 ,bP 是 W- 点 , 当 且 仅 当 dim L( 一 gp) 之 2， 
- 即 歼 上 存在 非常 数 的 亚 纯 函 数 , 仅 以 ”点 为 至 多 8 阶 的 极点 。 

我 们 的 目的 是 要 讨论 W- 点 的 个 数 问 题 ， 为 此 要 讨论 一 些 与 
此 相关 的 问题 。 

设 刀 为 平面 C 内 的 域 ，4 为 DD 内 全 纯 函 数组 成 的 有 限 维 线 
性 空间 ，dim4 一 n(n 一 8g 之 1)， 对 任意 x*€ED, 令 ordsq 下 
示 9 在 点 2 的 零点 的 阶 . 

定义 ，4 的 一 组 基 〈w:，op:，…'，o。) 称 为 在 点 :是 适合 
的 ,如 果 ordspl < ordi 一 …. 一 ordp。。 

对 于 给 定 的 *， 适 合 的 基 是 存在 的 。 构 造 如 下 : 

设 ma 一 min{ord。 9}， 注 意 ord, g 是 非 负 整数 ， 所 以 存在 


216 4， 使 ordspl 一 ps 且 规 范 化 使 w 在 点 z 的 寡 级 数 展开 式 
的 首 项 系数 等 于 1 . 
考虑 4 的 子 空间 
Ai= {9: wpE A, ords 9 > pn}, 
则 44 为 * 一 1 维 子 空间 , 设 jp 一 min{ord， 9}， 并 取 wze A 使 


ords gi 一 tn、 且 规范 化 使 p; 在 z 的 展开 式 的 首 项 系数 等 于 1。 
如 此 继续 ,经 = 次 后 , 我们 便 得 到 一 组 数 
站 
对 应 的 《ep:，w:，……，9。) 为 在 z 适 合 的 基 , 且 是 规范 化 基 ， 同 
时 {ww} GO 一 1，2，.….，z) 是 唯一 的 ， 
定义 。 称 


ra) — Ditl) 


为 4 在 ?的 权 、， 其 中 pi 一 ord,p;， 且 由 oj 的 取 法 知 
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wii—1 (=1, 2,..., 1), : 

如 果 取 4 为 Riemann 出 加 WW 的 全 生生 入 衬 间 ,4 = {0}, 则 

dim 4 一 g。 对 任意 pe WW 和 任意 w€ 4, 在 局 部 参数 x 一 z(p) 

下 ,在 局 部 参数 令 域 内 ，w 一 p(x)dz， 于 是 {gp} 便 构成 D(DC 

C，z(p)&《 D) 内 的 * 一 8 维 全 纯 函数 空间 。 因 此 , 我 们 可 定义 4 
在 点 ? 的 权 为 {p} 在 点 z 一 z(p) 的 权 , 即 


r(p) = r(z) 一 bp (pg;— 1+ 1)., 
j=1 
注意 ,这 里 基 Cpi, “**y ps) 与 局 部 参数 有 关 , 但 由 于 


ord:ok (l hE) 
与 局 部 参数 无 关 , 因此 rl(p) 与 点 2 的 局 部 参数 无 关 ， 
引 理 6.7。 设 4 为 域 DCC 内 的 全 纯 函 数 空间 ，(g1，，…。， 
ws) 为 4 的 基 , 则 它 的 Wronski 行列 式 
D(z) = det[ p12), paz), ‘+ +, pn(z)] 
是 一 个 全 纯 函 数 , 且 
Tr(z) = ord,D (2), 
附注 。 基 (gp1，…，w,) 的 Wronski 行列 式 定 义 如 下 
pi(z) paz) … po(z) 


det [pis pas is Pal 一 vi pis) 9 


oa go). .inds) 
我 们 将 要 用 到 它 的 一 个 性 质 ， 对 全 纯 函 数 帮 
det [fo fo fos] = fdet [pi ps ov]。 

证 明 不 难 验 证 , 4 的 基 变 换 时 ,对 应 行列 式 仅 相差 一 非 零 的 
因子 ， 因 此 ,我 们 可 以 假定 《pe …'，p,) 在 点 z 是 适合 的 。 设 
pi — ordspis 1 Kn 则 

mp 
要 证 
ords D(z) = ords det [pi +++, a] 一 > (pi— 1+ 1). 
L (6.3) 
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我 们 对 # 用 归纳 靶 证 明之 ，* 一 1 时 , (6.3) 显 然 成 立 , 
现在 设 (6.3) 对 天 成 立 ,要 证 明 (6.3) 对 十 1 成立。 我 们 有 


Pp2 | 


pu? 四 pi 


det [pi 92 PAt1] 一 9 和 tdet ， 


-人 
这 里 ,应 注意 到 
aet [1 ,| 
的 第 一 列 元 素 中 ,只 有 第 一 行 的 元 素 为 1, 其 余 全 部 是 零 
由 归纳 假设 
ord, det [(2) 9 (2 ) | 
轩 > [C4— mo D0— 2)], 
另外 
ord pt = (+ 1m, 
因此 


ord.det [ 1, + *, pi+1] 


’ PhtIN? 
== Ords pitt! + ord,det [6 > ( ) | 
i 


pi 
二 十 
一 1 + 2 wit1) 
+ 1 
一 之 (一 1 十 1)。 
这 就 证 明了 引 理 。 


附注 ”由 这 引 理 推出 ,全 纯 函 数组 (qqp1，…， qs) 线性 相关 ， 
当 且 仅 当 | 
det [ 1, P23 “"**， qa] = 0。 


推论 1。 集 {tz:zeD，r(s) > 0} 是 离散 的 , 


。l8ie 


证 明 ” 按 定义 ， 要 证 明 对 于 此 集合 内 任意 的 点 列 {z,}， 若 
2 一 2 《2 一 o0)， 
则 当 = 充分 大 时 , 必 有 z。 一 xm。 如 若 不 然 , 则 存在 此 集合 内 各 项 
互 不 相同 的 无 穷 点 列 {z,} 和 mecD, 使 
rz)>>0 (n=—1,2,...) 
且 x。 一 zo (nw 一 c0)， 因 此 在 x。 的 任意 小 邻 域内 沸 有 使 
ord, D(z) = rtr(z)>0 
的 点 , 即 B(xz) 的 零点 , 故 zo 是 D(z) 的 零点 之 极限 点 ， 
D(z) = 0, 
因此 (qi, P21 ”9 ps) 线性 相关 ,这 是 矛盾 的 ， 
推论 2， 集 {z:z€ D，z(z) 一 0} 是 忆 的 稠密 开 子 集 。 对 这 
个 集合 内 的 z， 设 4 的 基 《〈p:，……，mnw) 在 z 是 适合 的 , 则 对 任 
意 1, 1 万 1 入， 
ord, oj 一 了 一 1。 
证 明 因为 这 时 
>, (mr 一 1/ 士 1) 一 0， 


j=l1 

又 让 2 一 1， 因 此 pj 一 1 一 1!， 即 ord, oj 一 1 一 1， 

现在 回 到 紧 Riemann 曲面 上 的 全 纯 微 分 空间 4 的 情况 ， 

定理 6.8. 设 g 之 2, 则 p€ W 是 W- 点 , 当 且 仅 当 

rp) > 0, 
附注 。 当 古 的 亏 格 8 二 1 时 ，W- 点 不 存在 。 
证 明 设 P 是 W- 点 ,在 局 部 参数 z 一 z(p) 下 , 4 存在 基 
0 oa(z]dz， + ,pelz) dz). 
设 《pi(z)，:…:，qpz(z)) 在 z 是 适合 的 , 如 果 r(p) 一 0， 则 由 
上 面 的 推论 2 得 到 
ords pj—i—l<g—1, 

由 此 推出 ， 4 中 任何 微分 在 点 有 至 多 8 一 1 阶 的 零点 ，? 不 是 
W- 点 ,矛盾 。 

反之 ,如 果 r(p) > 0， 由 于 


st82。 


& 
tp) = 2 (1 — i+1), 


如 果 2 不 是 W- 点 ， 则 ords ps 二 p86 一 1。 但 已 知 pw 之 
8 一 1， 因 此 有 me 一 & 一 1， 又 
(g—l))—l<p < 一 8 一 1 
则 pr 一 (8 一 1 一 1。 继续 推 下 去 ， 我 们 得 到 心 一 1-- 1， 
1 一 1，2，… 8， 从 而 r(p) 一 0， 与 tr(p) 二 0 矛 半 。 定理 
定理 6.9， 设 g 之 2， 对 全 纯 微 分 空间 4 在 点 pé W 的 权 有 
Zr 一 人 一 1)8g6g 十 1 


和 
证 明 由 dim4 一 8， 设 4 的 基 是 (ol，coa， …,ws), 对 任 
意 pt WW， 在 局 部 参数 z 一 z(p) 下 ， 
(oo oz 0) = (pz) dz, pz)dz, pe(z)dz)。 
由 引 理 6.7，r(z) 一 了 (sz) 一 ord,@ (sz)， 
Dz) 一 det [p(s), + -, pelz)]. 
现在 我 们 证 明 , 令 


mm 一 引证， 


则 @(z)(Cdz)” 是 于 上 和 次 全 纯 微 分 。 这 是 因为 , 若 8 一 3(p) 为 
?的 另 一 局 部 参数 ，2 一 3(x) 为 局 部 参数 变换 , 则 由 微分 定义 
(ol， (02 “9 oz) = (Pidz2, Pd, ”°° ,Ped2), 

其 中 
Via 一 页 (39) Hs spe) els)) 生 
2 dz 
这 时 由 行列 式 计 算 , 就 有 
det [pi(s)，… :qe(z)] 


dz% dz 
-det 二 至 个 全] 
eli dz” 3 中 了 


SN1+24+…+8 _ _ 
一 ( 生 ) detl93 9] 


3 


— (EE) attp, ee, $l, 
此 即 四 
0 一 BE)) (FE), Oa)" ~ BF)", 
dz 
D(z)(di)” 是 W 上 w 次 微分 。 
因此 我 们 可 推出 ， 
> r(p) = 2, ord Dz) = deg [D(z)(dz)"] 
pew pew 
— m28 —2)= (g—1)s(s + 1)., 
定理 证 完 。 
推论 ， 当 8 宇 2 时 ，W- _ 点 一 定 存在 


定理 6.10。 设 上 2， 则 全 纯 微 分 空间 4 对 任意 pEW 的 
权 zlp) 有 


rp) < 87, 
2 


了 
{ 


等 号 成 立 , 当 且 仅 当 ? 点 的 最 小 非 间隙 数 是 2， 
征明 ”我 们 知道 ,对 pe W， 有 间隙 数 序 列 
l= N28 
并 有 非 间隙 数 序列 
1<a<o<… 一 or 一 25， 
且 已 证 明 , 恰好 存在 ? 个 数 
0 王 1 一 [一 xz 一 1 一 < 一 1 委 28 一 2， 
使 W 上 存在 全 纯 微分 mi， 以 ?为 三 一 工 阶 零点 ,7 一 1， 2，…， 
zZ， 而 〈9p，9p，…，9pz) 构成 4 的 适合 的 基 , 按 定义 ， 并 注意 到 


则 有 
rT(p) 一 2 >i- 六 - i 


i=1 一 i™] i=1 
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28 一 ! 有 一 1 
-Yj Fac 一 5 一 ge 一 1) 
j=g+1 了 一 1 


~ £8(8—1) 
~ 


这 里 用 到 了 定理 6.6 的 结果 : 
Dai > (8 — 1). 


又 由 于 当 且 仅 当 ?的 最 小 非 间隙 数 m 一 2 时 ， 
2)%= glg ~ 1), 
i=1 


所 以 上 式 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 o 一 2。 定 理 证 完 ， 
定理 6.11， 设 8g 之 2， 则 WW 上 的 W- 点 的 总 数 M 满 足 
28 十 2 安 M 和 中 一 8 
证 明 ”由 定理 6.8, ?是 W -点 , 则 rtp) > 0， 即 7r(y) 之 1， 
因此 , 由 定理 6.9 得 到 


MD rp)— so— 2. 


pew 


另 一 方面 ,由 定理 6.10 
rp) < 4D, 
2 


因此 ， 
yzr 人 pb)< 委 M， te. 


PewW 


再 利用 定理 6.9 得 到 


从 而 M 之 2g 十 2， 定 理 得 证 。 
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第 八 章 ” 非 紧 Riemann 曲面 


在 这 一 章 中 , 相应 于 紧 Riemann 曲面 的 Riemann-Roch 定 
理 ， 我 们 证 明 非 紧 Riemann 曲面 的 Mittag-Leffer 定理 ， 这 一 
定理 说 明 如 何在 非 紧 Riemann 曲面 上 构造 亚 纯 函数 。 


$1 紧 Riemann 曲面 上 的 初等 微分 与 
Cauchy 积分 公式 


我 们 首先 讨论 紧 Riemann 曲面 上 第 三 类 规范 化 微分 的 积分 
表示 的 函数 ， 

设 WW 为 紧 Riemann 曲面 , 亏 格 为 8。 我们 用 w(p; gq, qo) 表 
， 示 厂 上 的 规范 化 的 第 三 类 微分 , 它 以 ? 为 留 数 为 1 的 一 阶 极点 ,以 
qo 为 留 数 为 一 1 的 一 阶 极 点 。w(p; 9，d) 的 4- 周 期 为 0， 考 
韦 积 分 


w(p, po; 9, 40) 一 下 wlp; 9，9o)。 


w(p，po; 9，9o) 是 一 个 多 值 解析 通 数 ， 以 点 9 为 留 数 为 1 的 对 
数 极 点 , 即 在 4 的 局 部 参数 邻 域内 ,在 局 部 参数 z 一 z(p) 下 ， 
wlp, po; 9g，40) 一 log (z(p) 一 z(9)) 十 dz(p) 一 z(9))， 

其 中 由 是 4 的 局 部 参数 邻 域内 的 全 纯 函 数 ;以 点 9 为 留 数 为 一 :1 
的 对 数 极点 , 即 在 go 的 局 部 参数 邻 域内 ， 在 局 部 参数 z 一 z(p) 
下 

w(p, po 9，40) 一 一 log(z(p) — z(q0)) + 四 (z(p) 

一 z(9o))， 

其 中 各 是 ge 的 局 部 参数 邻 域内 的 全 纯 函 数 。 

我 们 要 讨论 选取 w《(p，po; 4，9g) 的 单 值 分 支 ， 
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设 ol， 记 ，……，6r， 训 为 玉 的 同调 基 ，{p，pz，……，pe} 
为 全 纯 微 分 空间 的 典型 基 ， 沿 o，5，………，ae，2 割 开 厂 成 为 
单 连通 的 多 边 形 ， 我 们 假定 9，gq。 在 辽 内 ,用 简单 绝 工 连接 9 
到 9q， 再 沿 工 割 开 开 成 双 连 通 域 五 一 上， 在 域 立 一 工 内 我 们 总 
可 以 选取 wo(p，po; 9，4o) 的 单 值 分 支 。 为 此 ， 我 们 只 需 指出 ， 
对 于 五 内 包围 工 的 闭 曲 线 了， 积分 
eCp: 9» 41) = 2xiLResC wo, g) + Res(w, gn) 
= 2xi[l—1] = 0, 
现在 取 定 一 个 单 值 分 支 , 记 之 为 wo(p, po; 9， 9o)， 我 们 讨论 
| w《pspo; 9，9o) 的 多 值 性 ， 
根据 规范 化 条 件 ，o(2p; 9，94o) 的 4- 周 期 4; 二 0G 一 1， 
2,……，8)， 根 据 第 七 章 定理 2.1 的 推论 ，w《p; 9，4》 的 8- 周 
期 


Bi 一 | w(ps 4» gn) = 2x1 pi 一 1，2， g。 
如 果 工 是 只 包围 9 的 闭 曲 线 , 旭 
| ce 9，90) 一 2ri, 
如 果 ,是 只 包围 4 的 闭 曲线 , 则 
| ‘w(p; 9, 90) 一 — 2xi, 


由 这 两 个 积分 值 ,及 8- 周 期 值 , 则 可 立刻 得 到 表示 式 


Ee £ 四 
w(p, po; 9» qo) 一 wo ps po; 9，9go) + D) Bj; m2ri, 


j=1 
其 中 w; 和 ww 是 整数 . 
w《p、po; 9，4o) 是 ?的 解析 函数 , 它 也 是 参 变数 9 的 解析 函 
数 。 为 说 明 这 一 性质 、 我 们 要 证 明 下 面 关于 第 三 类 规范 化 微分 的 
积分 的 对 称 关 系 式 。 
设 
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a 
w(g, qo; p, po) 一 | wg; p, po)s 


则 有 对 称 关 系 式 
wlg, qo; p, po) 一 wp, po;s 9，90)。 

”为 证 明 这 对 称 关 系 式 ,我 们 应 用 上 面 已 作 的 单 连通 多 边 形 1. 
设 4，qo 和 p，po 在 内 、 用 路 径 工 连接 P 到 po。，Li 连接 4 到 
qo， 使 得 工 与 工 互 不 相交 。 沿 Li 切 开 了 ， 工 成 为 两 边 Lt 与 
L7， 参 看 图 8.1. 

在 五 一 L， 内 取 单 值 分 支 
wls, Po; 4» qo)， 应 用 留 数 定 
理 ( 第 四 章 定 理 4.3), 我 们 有 积 
分 等 式 


2 


之 人 ee po; 9» 40) 
X wls; p, po) 

十 | 人 po; 9，9o) 
Xx wls; p, Po) 


+| wls, tn; 4 40) 


图 8,1 


x wls; p, po) 
一 2xi[Res(w(s, po; 4g, qo)wls;s p, po), p) 
十 Res (wls, po; 4, qo) ws p, Po) po)1. 
计算 这 积分 等 式 各 项 之 值 。 设 w(s; g，gqo) 与 w(s; p, p19) 
的 4- 周 期 分 别 为 4i 与 4;，B- 周 期 分 别 为 Bi 与 B;。 完全 按 
照 第 七 章 定理 2.1 中 的 证 法 ,可 以 证 明 


如 


DD | p; 4 qo)ols; p, po) 


jel 


如 
一 > (4;B;— ABi) 一 0。 


jml 
这 里 我 们 用 到 了 规范 化 假设 ， Ai 一 0 与 4 =0, j= 1,2,..., 
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人 : : 
另外 , 对 于 w(s，po; 9，9o)， 点 9 是 留 数 为 1 的 对 数 极点 。 
设 sELt， 同 一 点 在 Li 上 用 $” 表示 的 话 , 则 
wls, po; 9g，90) =— wls, po: 49, go) 十 2ri, 
因此 ， 


| whs, po; 49» go) ws; p, po) 十 iw, po; go) wls; p> Po) 
一 一 XE p; po) 一 一 zi wls; po) 
一 2riw(g, qo; p, po). 
现在 计算 留 数 。 由 于 w《po。，po; 494，9o) 二 0， 因 此 
2xitRes(wls, po: 9g, qo)wls, p, po), pn) 
=— — 2xiw(po, po; 9， go) 一 0， 
2xiRes(wls, po; 4g» qo)wls; p, po), p) 
一 2xiw(p, po; 9，90)， 
把 以 上 计算 各 值 代 人 原 积 分 等 式 中 , 即 得 到 对 称 关 系 式 
wlq, go; p, Po) 一 wlp, po; 9，9o)。 

w(p, po; 9，9o) 对 于 p，4g 部 是 多 值 解析 函数 。 我 们 要 附 
加 上 一 个 变数 ?的 函数 ,使 之 对 于 4 是 单 值 解析 函数 。 

在 丈 上 取 定 一 个 非 Weierstrass 点 4qo， 对 于 这 种 点 ， 厂 上 不 
存在 仅 以 g 为 阶 小 于 或 等 于 & 的 极点 的 亚 纯 函 数 ， 

我 们 用 wi(p, qo) 表示 厂 上 的 第 二 类 规范 化 微分 。 wiCp, go) 
仅 以 qo 为 极点 ,而 在 g 的 局 部 参数 邻 域内 ， 在 给 定 的 局 部 参数 
z =z(p) (zxz(g) 一 0) 下 ， 
hdz 
z+! 
其 中 bp 是 qo 的 局 部 参数 邻 域内 的 全 纯 函 数 ， 

取 定 8 个 微分 {wf(p; gqo)}, 《一 1，2,.…，8。 由 于 是 规 
范 化 的 微分 。 这 8 个 微分 的 4 周期 为 0。 83- 周期 作成 的 矩阵 


[et 


wtp, go) 一 一 十 biz) dz, 及 一 1]，2，，，。 


®}89. 


ee 


是 非 蜡 矩 阵 。 因为 如 果 撼 阵 的 行列 式 等 于 0, 则 存在 一 组 不 全 为 
0 的 数 hts k= 1,2,..., 8, 使 得 
> | wi(p, qo) 一 0， /一 1，2，-…，8。 
R=1 好 
于 是 微分 
>) LicwiCp, qo) 
k=1 
的 4- 周 期 为 0，B- 周 期 也 为 0, 我们 可 定义 一 个 亚 纯 阔 数 
| >) lwiCp, go)s 


仅 以 9 为 阶 小 于 或 等 于 8 的 极点 。 这 便 与 q。 是非 Weierstrass 
点 矛盾 。 
根据 对 称 关 系 式 ,作为 4 的 函数 ， 
w(p, po; 9，90) 一 | oC9; 户 ，jo)。 
w(q; p，po) 的 4- 周 期 为 0，8B- 周 期 
Bj; 一 | wlq; ps po) 一 2x1 | 9i 7 一 1 2 


这 里 {qi} 是 全 纯 微分 空间 的 典型 基 ， 
设 {gCp)} (一 1，2,，，，8) 为 线性 方程 组 
六 (， of ) gilp) 一 2 由 = 1, 2 


k=1 


的 唯一 的 一 组 解 。 由 于 系数 矩阵 非 异 ,这 样 的 解 是 唯一 存在 的 
定义 函数 , 取 定 点 di 和 Goy | 


w(p, 9) 一 wlp, po; 9 qo) 一 DS) pilp) | wils, go) 
k=1 1 
一 w(s; p> po) 一 之 ， pilp) | wi(s, go) 


9 
4 


—_ | wls; ps py) 十 | ， wls; p， pe) 
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i 4 
一 DS) hilp) wi(s, go), 
=1 1 
则 w(p，q》 当 ?固定 时 ,作为 9 的 函数 是 单 值 的 。 因 为 在 w(p， 
4) 的 定义 式 中 ,左边 被 积 的 微分 的 4- 周 期 为 9, 8- 周 期 也 为 0， 
定义 。w(p，94) 对 于 ?的 微分 


dwlp, 4q) 一 wlp; 4» qo) 一 3 由 wi(s, qn)) doi(p), 


称 为 紧 Riemann 曲面 的 初等 微分 . 这 里 % 是 取 定 的 非 Weie- 
rstrass 点 ,全 纯 微 分 组 {dpi(p)} 满足 


Deb) = 2rip(p), iD 2 es & 
在 4 的 局 部 参数 信 域 内 ,在 局 部 参数 = 一 z(p) 下 ， 


dw(p, q9) 一 + p(s)dz, 


dzx 
z(p) 一 z(9) 
(sx) 是 4 的 局 部 参数 邻 域内 的 全 纯 函 数 。 

现在 ,我 们 可 以 把 dw(p，9) 作为 Cauchy 核 ， 得 到 下 面 的 
Cauchy 积分 定理 ， 

定理 1.1。 如 果 G 为 W 一 {qo} 的 相对 紧 域 ,边界 96G 由 有 
限 条 可 求 长 的 可 微分 曲线 组 成 , f 在 G 上 解析 。〔 在 包含 G 的 
域内 解析 )。 则 对 于 gE G 有 Cauchy 积分 表示 式 


1(9) — 于 |。 fp)deCt， 9). 


定理 的 证 明 可 由 留 数 定理 推出 。 须 注 意 ， 表 示 式 左边 的 Cauchy 
积分 是 g 的 ( 单 值 ) 解 析 函 数 。 


$2 非 紧 Riemann 曲面 上 的 域 的 初等 微分 
与 Cauchy 积分 公式 


现 设 下 为 非 紧 Riemann 曲面 ，C, 为 W 的 相对 紧 域 。 根据 第 
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五 章 引 理 2.2, 对 于 G。 总 存在 一 个 正则 域 0, 使 得 CCO， 2 是 
一 个 紧 的 带 边 界 的 Riemann 曲面 ， 设 0* 为 9 的 共 录 Riemann 
曲面 ,6 一 2U9* 为 倍 Riemann 曲面 (参看 第 一 章 4)，4 是 
一 个 紧 Riemann 曲面 ， 取 定 一 个 非 Weierstrass 点 qs,€ OY。 定 
义 8 的 初等 微分 dw(p，qg)， 并 称 为 0 的 初等 微分 。 再 限制 在 
G。 上 ， 则 称 dw(p，9) 为 Go。 的 初等 微分 。 而 且 也 有 Cauchy 
定理 。 

定理 2.1。 如 果 GCG。， 边 界 6G 由 有 限 条 可 求 长 的 可 微分 
曲线 组 成 , f 为 G， 内 的 全 纯 函 数 , 则 对 于 g € C， 


f9) 一 于 -| fpDdw(p， 9)， 


$3 Runge 逼近 定理 


定理 3.1. 设 W 为 非 紧 Riemann 曲面 ，Q 和 2 为 WW 的 相 
对 紧 域 ，51.C0,，、 边 界 689， 和 6809, 由 有 限 条 可 求 长 的 可 微分 向 
线 组 成 。 假 设 对 任意 名 09, 对 应 有 一 点 pp《 08,， 且 存在 路 径 
Lp, 连接 pi 到 pi， 除 端 点 外 ly,ps 整个 位 在 8, 一 吕 内 。 

在 这 些 假设 下 ,如 果 拓 g) 为 9， 内 的 全 纯 函 数 , 则 对 2 内 
任何 紧 集 2,，5CuCG,， 给 定 8 > 0, 总 存在 9 内 的 全 纯 RC9)， 
使 得 

max | f(g)— R(q)| 一 s。 

这 一 定理 的 证 明 方法 ,是 通过 Cauchy 积分 ,用 2, 的 亚 纯 函 
数 来 产 近 ， 然 后 用 极点 推荐 法 ,把 极点 从 0 推移 到 80, 上 ， 我 
们 要 用 到 下 面 的 引 理 ， 

引 理 3.2, 设 0。 和 0 为 Riemann 曲面 WF 的 域 ，08。 是 相 
对 紧 域 且 C8, 设 有 (g) 为 9 内 的 亚 纯 函 数 , 仅 以 点 pi 为 
极点 。 设 hq) 为 9 内 亚 纯 函 数 , 但 在 点 ps 全 纯 , 并 且 

lk(p)| > max lAg)1, 
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、 .一 一 -ss 


则 对 任意 给 定 的 e > 0，Q 内 总 存在 亚 纯 函 数 RCg)， 与 59) 
具有 相同 的 极点 ,使 得 
max |h(g) — RO(g)| < s, 
证 明 把 hCg)〉 表 示 为 


一 [LAGpD 一 A9)]” Hi(g) ， 
hg) = hlg) [haCp)— hg)]” [hp)— hg 


其 中 六 为 正 整 数 ,使 得 Hi(q) = hh(q)[h(p1) 一 从 gq)]” 在 点 血 人 多 
纯 ， 根 据 假设 
max{h(q) l/l hp)| 一 1 


则 有 展开 式 


-1 -~ 1 一 an[h ]”, 
[hpi) — hl(g)]”™ [eol 有 — 4]" 2 tke) 


hp') 
其 中 的 级 数 在 8。 一致 收 敛 ， 由 于 
hlg) = Hi(q) 2 Gas [aCg)]", 
因此 对 于 给 定 se > 0， 总 存在 W， 令 
R(g) = Hi(q) 之 as[hCg)1’, 
总 有 
max| hi(g) — R(g)| <s.. 


R(g) 合乎 引 理 的 要 求 , 引 理 得 证 ， 

定理 3.1 的 证 明 。 作 一 个 正则 域 8,， 合 得 8,CQ,，48, 具有 
初等 微分 4w(p，4)。 根据 定理 2.1， 我 们 有 Cauchy 积分 表示 
式 , 对 于 Gg€ lo 


1(0) 一 3 | f9)awlp, 9). 


用 有 限 多 个 局 部 参数 圆 {A4} 覆盖 39,， 注 意 到 C9,， 我 们 
可 以 假定 这 些 Ax 与 久 不 相交 ， 因 此 在 A4 的 局 部 参数 
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z= x(p) 
下 ,在 At 内 函数 1(p) ep 对 pe At 和 gE 9, 全 纯 。 因 
而 在 A, x 9, 内 一 致 连续 。 由 一 致 连续 性 ， 我 们 可 以 充分 分 害 


09,，00Q, 上 存在 分 割 点 pi Pp2s “prs Prati ™— pi» 相 邻 两 点 在 
同一 局 部 参数 贺 At 内 可 用 同一 参数 表示 ,使 得 对 任意 9 € Q。 有 


0 — 3 DP) Ee ae) ~ slp))| < el/2, 
令 
Rp 9) 一 HP detpi 9) (iC pin) — zpi)). 


2ri dz(p;) | 
根据 初等 微分 dw(p, 4) 的 性 质 ， R(pi, gq) 是 定义 于 人 的 亚 
纯 函 数 , 仅 与 p; 为 一 阶 极点 。 而 且 我 们 有 


fg) 一 2 R(pi, q)| < ef/2, 


现在 要 应 用 引 理 3.2， 把 RCp;，qg) 的 极点 4; & 68, 推移 到 
08, 上 . 

由 定理 假设 , 对 任意 p; € 00,， 存 在 《009,， 及 连接 p; 到 
六 的 路 径 i;，4 除 端点 外 在 9, 一 8 内 。 用 有 限 个 局 部 参数 圆 
{Ai,4]} 覆盖 8， 设 Ai 的 局 部 参数 为 z 一 z(p)， 在 i 上 取 分 
割 点 pi 一 pio，pin，……*Pi.a 一 P， 使 得 相 邻 两 点 充分 近 , 且 在 同 
一 Ait 内 ,在 对 应 局 部 参数 下 ,我 们 有 

dw pi.t+1 Pik) dw (pi,t+ 9) 
dz(Pi,t+1) > 9 dz(Pit+1) 
应 用 引 理 3.2, 依 次 取 引 理 中 
diw( pit+1.9) 
hg) 一 dz(Piat1) ” 《一 

则 仅 以 户 一 i。 为 极点 的 亚 纯 函 数 RCp;，gq)， 可 用 仅 以 pi 为 
极点 的 亚 纯 函 数 RCpis，4g》 来 到 近 。RCpia， 49) 可 用 仅 以 pi 为 
极点 的 亚 纯 函 数 来 通 近 ， 经 mm 次 副 近 后 ,我 们 便 得 到 仅 以 


@ 94 人 


max 
4€00 


Pi,m PE OQ, 
max |R(p;, 9) 一 ROP 人 | < 1 = 1, 2 th 
gE00 27 
令 
R(9) 一 2 R(p’, q). 
R(g) 是 2 内 的 亚 纯 函数 ， 而 且 有 
f(9) — 5 Rp 9)| 


max |f(g) 一 R(g)| < max 
st tO00 


+ >》) max| Rp;, 4) — R(p;, 9)| 
0 


j=19 

2 ME 一 。 

< 二 二 十 全 -一 
2 2n 


R(9) 即 为 定理 所 求 的 逼近 函数 ,定理 得 证 。 
下 面 的 定理 是 一 种 类 型 的 Runge 定理 。 
定理 3.3。 设 死 为 非 紧 Riemann 曲面 ;9 为 全 的 域 , 余 集 厂 一 
没有 紧 分 支 。 则 对 于 9 的 全 纯 函 数 f， 给 定 紧 集 KCQ 及 
8 之 0， 总 存在 定义 于 玉 的 全 纯 沙 数 F, 使 得 
max|f(g) — F(g)| <s, 


证 明 ”根据 对 于 0 的 假设 ， 存 在 正则 域 9.， 使 得 KCO,C 
0Q， 作 下 的 正则 域 穷尽 序列 {0,}。 则 KC9,，、0,CQ8,m， 边 界 
89, 与 69.:: 满足 定理 3.1 的 条 件 ,逐步 应 用 定理 3.1。 对 于 4 
内 全 纯 函 数 f， 存 在 定义 于 0, 的 全 纯 函 数 fi, 使 得 


max|f(4) 一 户 (91 < 
对 于 所 存在 定义 于 2, 的 全 纯 函数 户 ， 使 得 
mag |fi(g) — fa(q)| < 元 
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如 此 继续 ,我 们 有 一 序列 定义 于 9,+ 的 全 纯 函数 f,, 使 得 
max|fa(g) 一 for) < 了 姑 一 1，2，… 
现在 考虑 定义 于 8, 的 级 数 
F(g) = f(g9)+ 2 [failCq) 一 fC9)], 


在 0,， 上 这 级 数 以 >， sj12r+ 为 优 级 数 ， 故 在 上 一 致 收敛 ， 


F(g) 是 定义 于 2, 的 全 纯 函 数 。F(4) 可 以 全 纯 开拓 为 定义 任 一 
Qw 的 全 纯 函 数 ,只 要 在 Qw 内 令 


F(g) 一 fun(g)+ 2 [faq) 一 fC9)], 


经 这 样 的 全 纯 开 拓 后 ，F(4) 为 定义 于 整个 本 的 全 纯 函 数 ， 在 天 
上 
max|f(g) 一 F(9) < max |f(g) — fi(q)| 


+ DY maxlfsnlg) — faq))| 


定理 得 证 。 


44 Mittag-Leffler 定理 与 非 紧 Riemann 
曲面 上 亚 纯 冰 数 的 构造 


设 W 为 非 紧 Riemann 曲面 ,我 们 先 要 构造 具有 单 极点 的 简单 
亚 纯 函 数 

我 们 为 此 要 先 讨 论 紧 Riemann 曲面 的 情况 。 

假设 厂 为 紧 Riemann 曲面 , 亏 格 为 8 (参看 $1.)。 对 于 给 定 
的 点 94< 丈 ， 设 wp，g) (之 1) 为 第 二 类 规范 化 微分 , 仅 以 
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4 为 极点 ,在 4 的 局 部 参数 邻 域内 ， 在 指定 的 局 部 参数 > 一 z (zp) 
(xz(g) 一 0) 下 ， 


wi(p, 9) 一 一 kaz 


ztt! 


十 bis)dz, 


其 中 Bt 是 全 纯 函数 。 
由 规范 化 假设 wi(p，g) 的 4- 周 期 4; 二 0(j 一 1, 2 
8)， 我 们 要 附加 上 一 些 同类 型 的 第 二 类 微分 ,使 得 8- 周 期 
B; = 0, 
仿照 $1. 取 定 一 个 非 Weierstrass 点 ge W。 取 定 一 组 微分 
{wiCp, 40):K 一 1，2，……，g}， 我 们 已 知 8- 周期 算 阵 


| eg 
是 非 异 矩阵 。 因 此 对 于 w2(p，g) (4 六 qo)， 线 性 方程 组 
Daal, ote, 1) |, ilps 9) 
有 一 组 唯一 的 不 全 为 0 的 解 c:/，c:，"…*，cs。 于 是 第 二 类 微分 
wp, 9) 一 Dy crolCp, go) 
k= 
的 4- 周 期 全 为 0，B- 周 期 也 全 为 4。 
积分 定义 的 函数 
w"(p，, gq) 一 | Ei g) 一 2 crowof(p, |， 加 兰 9，90， 


为 下 上 的 亚 纯 函 数 , 仅 以 ?和 gq, 为 极点 ,在 9 的 局 部 参数 邻 域内 ， 
在 指定 的 局 部 参数 = 一 z(p) (z(9) 一 0) 下 
w"(p, gq) 一 癌 十 ACIE 
其 中 $8,(z) 是 全 纯 函 数 。 
现在 讨论 非 紧 Riemann 曲面 W 的 情况， 
设 9 为 三 的 正则 域 ，@ 是 紧 带 边界 的 Riemann 曲面 。 设 2* 
为 的 共 斩 Riemann 曲面 , 珍 为 @ 的 倍 Riemann 曲面， 访 是 一 
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个 紧 Riemann 曲面 。 给 定 9 € OQ，go€ 9* (qo 是 非 Weierstrass 
点 ), 对 应 有 we"(p，49)， 把 W"(p，g) 限制 在 8。 则 w"(p，9) 
是 2 内 仅 以 4? 为 极点 的 简单 亚 纯 函 数 ,在 4 的 局 部 参数 邻 域内 ,在 
指定 的 局 部 参数 > 一 z(p) (z(9) 一 0) 下 ， 


w"(p, 9) 一 癌 + pa (2), 


其 中 加 是 全 纯 函 数 。 

我 们 的 目的 是 要 在 非 紧 Riemann 曲面 叹 上 ， 构造 具有 单 极 
点 的 简单 亚 纯 函 数 。 

给 定 一 点 gEWW， 在 4 的 局 部 参数 邻 域内 ， 取 定局 部 参数 
z 一 z(p)《zCg) 一 0)， 作 W 的 正则 域 穷尽 序列 {91} (4 = 0， 
1，2,:::)， 使 得 gq EO, 

对 任何 正则 域 Q:， 构造 简单 亚 纯 函 数 wi(p，g)， 仅 以 4 
为 极点 ， 在 9 的 已 给 定 的 局 部 参数 邻 域内 ， 在 已 给 定 的 局 部 参数 
z= xz(p) (z(g) = 0) 下 ， 


wi(p, 9) 一 总 + $i(s), (n> 1) 


其 中 内 是 全 纯 函 数 。 
考虑 到 wiri(p， 9) 一 wi(p，9) 在 0. 内 全 纯 , 我 们 可 以 应 
用 Runge 定理 3.3。 因 此 ,存在 定义 于 WW 的 全 纯 孙 数 ji， 使 得 


sax whip 9) ~ whlp, 9) — fp < Hs (一 252 
令 
w"(p, g9) = wi(p, 9)+ >， [witr(p, 9) 一 wi(p, 9) 一 fi(p)]. 
k=1 


则 由 于 其 中 级 数 在 9,。 有 定义 且 绝 对 一 致 收敛 ， 因 此 ， 在 0。 内 
w"(p, q) 是 亚 纯 函 数 , 仅 以 4 为 极点 ， w"(p, gq) 可 以 解析 开拓 
定义 到 任何 8y 内 ,我 们 只 要 把 它 写 成 形式 


or 人 (pi 9) — Wahlpy 9) — Dl fale 
A=1 


.1498 。 


. » | 1 - 
十 》， [wp， q) 一 wilp, 4) 一 fp)]， 


， =N+.] 、 
其 中 级 数 在 Qn 上 一 致 收敛 ，w"(p，9) 是 定义 于 Qw 的 亚 纯 函 
数 . : 
这 样 ，x*(p，4) 是 定义 于 厂 的 亚 纯 函 数 , 仅 以 ?为 极点 .在 
2 的 给 定 的 局 部 参数 邻 域内 ,在 给 定 的 局 部 参数 
?=—z(p) (z(qg) 一 0) 
下 ， 


wp 9) 一 二 十 和 (ce) (n> 1), 


其 中 各 (=) 是 全 纯 函数 ， 

我 们 称 这 样 的 w"p，4) 为 单 〈《n 阶 ) 极 点 的 简单 亚 纯 函数 ， 

现在 构造 亚 纯 函 数 极点 的 主要 奇异 部 分 的 整体 表示 式 ， 

设 f 为 非 紧 Riemann 曲面 W 上 的 亚 纯 活 数 ， 如 果 4 为 1 的 
极点 ， 则 在 4 的 局 部 参数 邻 域 内 ， 在 给 定 的 局 部 参数 映照 z 一 
2(p) (zg9) 一 0) 下 ， 


fp) 一 守 二 十 人 二 (2)， an 天 0。 
其 中 $6(z) 是 全 纯 的， 一 般 地 设 
5(p， 9) 一 至 十 … 十 全，(o 关 0 n>1.) 


并 称 之 为 f 在 极点 4 的 主要 奇异 部 分 ， 注 意 ，S(CpP，9) 的 表示 与 
给 定 的 局 部 参数 : 一 zs(p) (zx《g) 一 4) 有 关 ，5(p，9) 是 局 部 
定义 的 。 | | 

对 于 给 定 的 3S(p，9)， 在 太 上 存 在 仅 以 4 为 极点 的 亚 纯 函 数 

R(p, 9) 一 anw"(p, 9)+ + aw'(p, 9), 

R(p，9) 在 极点 9 的 主要 奇异 部 分 恰好 为 5(p,q9)，R(p，q) 是 
整体 定义 的 主要 奇异 部 分 ， 

现在 我 们 要 用 主要 奇异 部 分 来 构造 一 般 的 亚 纯 函 数 ， 这 就 是 
下 面 Mittag-Leffler 定理 的 内 容 。 

定理 4.1， 设 到 为 非 紧 的 Riemann 曲面 。 给 定 琴 的 点 序列 
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{9:}， 当 ”一 co 时 gq, 趋 于 玉 的 理想 边界 ， 则 存在 定义 于 克 的 亚 
纯 函 数 f， 仅 以 序列 {9,} 中 的 点 为 极点 , 在 每 一 个 极点 94。 具 
”有 预先 给 定 的 主要 奇异 部 分 . 

证 明 ”我 们 先 回忆 一 下 ,点 列 9g。 趋 于 琵 的 理想 边界 , 是 指 对 
于 给 定 的 紧 集 KCWWV， 总 存在 入 >> 0， 使 得 当 ">N 时 

qnEWO— KK., 

作 友 的 正则 域 穷尽 序列 {8;},，# 一 1，2，.…'。 重新 排列 
{9,}， 假 定 每 一 个 域 0, 一 8,-， 只 包含 一 个 g。 (事实 是 有 限 多 
个 Yo)，72 一 1， 2 

我 们 在 qg。 局 部 地 ， 因而 整体 地 给 定 主 要 奇异 部 分 R(p, qs) 
R(p，gs) 在 0 全 纯 , 应 用 Runge 定理 3.3， 存在 定义 于 W 的 
全 纯 函 数 f,， 使 得 


1RCP 9) — fp | SB rl, 2。 
定义 函数 
1(p) = D2) [ROp, qs) — flp)] 


一 2) R(p, go) 一 > flp) 


+ D2) [R(p, 9.) — fCp)]1. 


n=N+]1 


由 于 其 中 后 一 级 数 在 Gy (CN 之 1) 一 致 收敛 ， 在 9w 内 收 敏 于 
全 纯 函 数 ,容易 看 出 fCp) 在 多 亚 纯 , 仅 以 每 一 个 9。 为 极点 ， 而 
在 g， 的 主要 奇异 部 分 为 RC(p，4s)。f 符合 定理 要 求 。 定理 得 
证 。 


$5 Weierstrass 定理 与 非 紧 Riemann 曲面 的 
全 纯 函 数 的 构造 


在 这 里 ,我 们 要 在 非 紧 Riemann 曲面 上, 推广 关于 无 穷 乘 
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积 的 Weierstrass 定理 ， 构 造 玉 上 具有 指定 零点 及 其 阶 数 的 全 纯 
函数 ， 

我 们 先 要 构造 具有 一 个 一 阶 零点 的 简单 全 纯 函 数 ， 

设 矿 为 非 紧 Riemann 曲面 , 9 为 丈 的 正则 域 。 我 们 先 讨 论 9 
的 简单 全 纯 函 数 的 构造 。 8 是 一 个 紧 带 边 Riemann 曲面 , 设 8* 
为 @ 的 共 圈 曲面 ，8 一 OUQ* 为 倍 Riemann 曲面 。 6 是 紧 
Riemann 曲面 。 仿照 $ 1 中 作 初 等 微分 的 方法 ， 作 @ 的 简单 全 纯 
函数 。 取 定 gE Q， 再 取 定 非 Weierstrass 点 qo EQO*。 设 w(p; 
4，9go) 为 第 三 类 规范 化 微分 ，m 红 pgo) (一 1，2，…-，8) 为 
第 二 类 规范 化 微分 ，{qi} (1 一 1，2，……，8) 为 8 的 全 纯 微 分 
空间 的 典型 基 。 我 们 已 经 知道 , o(p; 9，4o) 的 4- 周 期 4 一 0. 
3- 周 期 


B; = | wo(p; 9g, 90) 一 2 让 pi j= 1, 2, ***, 8。 
另外 ,8- 周 期 矩阵 


(|, wilp, | 
是 非 异 矩阵 ,存在 不 全 为 零 的 数组 (co C29 “9 cz)， 使 得 


a | wi(p, go) 一 2 gis 1 1, 2, 8。 
于 是 微分 
wp; 9 90) 一 > crofCp, go) 
的 4- 周 期 和 5 -周期 部 恒 为 堆 。 定 义 函 数 
wa(p, 4) 一 站 [ocp; a, 4o) 一 Dotlp, 0)]， (PX q9,4) 


wo(p，9g) 作为 了 的 函数 , 除 附 加 上 一 个 常数 2mxi (m 整数 ) 外 是 
确定 的 。xwe(p，9) 以 ? 为 留 数 1 的 对 数 极点 , 即 在 4 的 局 部 参数 
邻 域内 ,在 局 部 参数 z 一 z(p) 下 ， 

wo(p, gq) 一 log [z(p) — z(9)] + $(z(p)), 
其 中 录 是 全 纯 函 数 ， 另外 还 要 注意 ，g。€E 9* 是 一 个 极点 。 把 
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we(p，9g) 限制 在 0， 则 
Pp(p, gq) = evolp,¢) 

为 定义 于 9 的 全 纯 函 数 , 仅 以 9? 为 一 阶 零点 。 

应 先 指 出 ，w(z，9)》 在 9 有 对 数 极点 , 它 的 值 确定 到 附加 一 
个 常数 2mxi。 

现在 ,我 们 在 整个 非 紧 Riemann 曲面 上 构造 简单 全 纯 函 数 。 

作 歼 的 正则 穷尽 域 序列 {9.} (nw 一 0，1，2，…)， 设 给 定 
的 点 geQ， 对 每 一 个 9.， 设 w(p，4) 为 前 面 定义 的 简单 全 
纯 函 数 ，w。(z，4) 具有 公共 的 留 数 为 1 的 对 数 极 点 。 因 此 ,对 任 
意 # 之 1，wsn(p，9) 一 ws(p， 4) 的 单 值 分 支 在 8, 全 纯 。 应 
用 Runge 定理 3.3, 存 在 定义 于 三 的 全 纯 函 数 f。, 使 得 


Tax [wstilpsg) 一 walpq9) — falp)| < ef/2*. (n> 1.) 
令 


“ 
Pl(p, qa) == CUP'9) 一 Ewi(t9) 十 > Cw 4+1CP9)—wWa (p19)—f a(p) 
三 


N 本 
= OWNP'9)— Dy fa DBD) ws tp 
#1 时 一 加 十 4 


由 于 上 式 最 后 级 数 〈 对 入 之 1) 在 gw_-， 一 致 收敛 于 全 纯 函 数 ， 
P(p，9) 为 定义 于 W 的 全 纯 函 数 。 并 旦 直接 看 出 ，PCp,， gq) 仅 以 
4 为 一 阶 零 点 。 . 

我 们 称 P(p，g) 一 c“e'9 为 W 的 简单 全 纯 函 数 ， 其 中 ww(p， 
9) 仅 以 4 为 对 数 极点 ,在 4 的 局 部 参数 邻 域内 ,在 局 部 参数 z 一 
z(p) 下 ， : 

w(p, 9) 一 log [z(p) 一 zx(9)] + $[zCp)], 
为 全 锡 函 数 ， 同 时 我 们 要 指出 ,对 任何 域 QCW ,9 不 包含 对 数 
极点 9g， 如 果 w(p，9) 在 8 内 存在 单 值 分 支 ， 则 确定 到 相差 一 
个 常数 2mxi (m 是 整数 ). 

下 面 我 们 建立 关于 无 穷 乘积 的 Weierstrass 定理 。 

定理 5.1，。 设 W 为 非 紧 Riemann 曲面 。 给 定 多 的 点 序列 {g,} 


(#1，2，***)， 当 2 一 oo 时 94， 趋 于 柬 的 理想 边界 。 则 在 到 
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上 存在 全 纯 函 数 上 仅 以 序列 {ga} 中 的 点 Ye。 为 零点 , 且 在 9 
上 具有 预先 给 定 的 零点 的 阶 1。(1。 为 正 整数 )， 

征明” 对 于 序列 {4,} 中 的 点 g,， 总 存在 仅 以 9。 为-- 阶 零 
点 的 简单 全 纯 函数 , 设 为 

Pl(p, 94) 一 et 

把 序列 {qn} 中 每 一 点 9 看 作 1。 个 点 , 作 一 新 序列 , 使 得 
同一 点 494。 在 新 序列 中 顺序 出 现 4。 次 。 所 作 新 序列 仍 用 {gq,} 
表示 之 ， 作 到 的 正则 域 穷尽 序列 {9Q4} (一 0，!1，?2,，……), 再 
重新 排列 {q。}， 假 定 对 于 {qs} 中 任何 点 gn, 如 果 gy& 8， 则 
当 ? 之 AN 时 qs 六 Qi。 再 设 4 不 包含 {qs} 中 的 点 。 

现在 ,我 们 要 在 所 上 定义 一 个 全 纯 函 数 , 仅 以 序列 {g.} 中 的 
点 9。 为 一 阶 零 点 ， 

对 于 任意 gq,，+#+ 一 1，2，…'， 一 定 存 在 804, 使 得 9。Ee Qk+ 
— Qi, 因而 Gdn» grri & Qi. 这 时 wlp, ga+i) — wlp, 9。) 在 
24 内 存在 单 值 分 支 ， 根 据 Runge 定理 3.3。 对 于 单 值 全 纯 分 支 
w(p; 94944100) 一 Up(z，9s)， 存 在 定义 于 克 上 的 全 纯 函 数 4,(p), 使 
得 . 

pmax lwbp, gat1) 一 图 (bs qs) 一 hs(p)| < 去 ， 


因此 ,所 求 的 全 纯 消 数 定义 为 


有 
flp) me OP'91) I CPI9n1 wp gn hutp) 


昌 宇 1】 
要 
wp:91)+ pa wp’9n+0 Ap’gn)— hsp)] 
= 0 el 
N 四 
WPI DY hp DB) weprga ti wpb) 
一 Ley] neN+l 


这 一 表示 式 中 ,无 穷 级 数 在 相应 的 9 上 一 致 收 化 ,因而 fp) 是 
全 纯 函 数 , 且 仅 以 每 一 9 为 一 阶 零 点 。 由 于 同一 点 9 出 现 ns 
次 ,flp) 仅 以 9， 为 点 1,。 阶 零点 ， 定 理 得 证 ， 
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